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CHAPITRE I. 

L'INDUCTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE ET L'ÉNERGIE ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 



§ I. — Calcul des quantités t), \*>, \SP relatives à un aimant. 

L'hypothèse fondamentale sur laquelle nous ferons reposer Tétude de 
l'induction électromagnétique est celle que nous avons développée dans 
nos Leçons sur l'électricité et le magnétisme au Livre XVI, Chapitre II: 
rappelons cette hypothèse. 

Considérons un élément magnétique de moment Dïldv. Soit BA ou dt 
son axe magnétique. Menons un plan perpendiculaire à l'axe rf/; dans ce 

(*) Voir Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. VII, p. G.i. 
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plan, traçons un petit circuit C embrassant une aire ù dont dl est la nor- 
male positive. Supposons ce circuit parcouru par un courant dont l'inten- 
sité J, est donnée par la relation 

Nous admettrons que cet élément magnétique et ce petit courant engen- 
drent^ en toutes circonstances y les mêmes forces électromotrices d* induc- 
tion dans un élément conducteur quelconque. 

Cette hypothèse ramène l'étude de l'induction électromagnétique à 
l'étude de l'induction électrodynamique exercée par certains courants uni- 
formes. Ce que nous avons vu dans notre Mémoire sur V Induction élec- 
trodynamique nous montre que la mise en équation du problème de l'in- 
duction électromagnétique exige le calcul des trois fonctions t), x?, ^ 
d'Helmholtz relatives au courant C. 

D'après l'égalité (19) du Chapitre préhminaire, nous avons 



V^f'^dz,, 



2 ÔJC 



D'ailleurs, si le conducteur auquel se rapporte la fonction t) est parcouru 
par des courants uniformes, on a, en tout point de la masse de ce conduc- 
teur. 



dui âi^i âi^i 

âa-^ dyi dzi ~~ 

et en tout point de l'une des surfaces de discontinuité que présente ce con- 
ducteur, 

w, cos(N,, J?) -h r, cos(Ni, j^) -h w, cos(N,, z) 

-h //,COS(N,, J7)-h i'îCOSlNtjJ^) 4-W, C0S(N„5)=:0, 

ce qui donne [Chapitre préliminaire, égalités (i5)J 

dx 

Ainsi, pour un conducteur parcouru par des courants uniformes, on a sim- 
plement 

Appliquons cette formule au conducteur C. Soit w la section infiniment 
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petite du fil que Ton suppose disposé suivant la courbe C. Soit ds^ un élé- 
ment de longueur de ce fil. Nous aurons 

, cIjc 
OJ w 1= Jj -, - • 

Nous aurons donc 

Je ^ ^^» 

Si nous observons que dl est la direction de la normale positive à Taire 
plane 12 qu'entoure la courbe C, le théorème de Siolics [Leçons sur TÉ lec- 
triciléy Tome III, p. 35, égalité (2)] nous donnera 



(2) t:):izî2J, cos(^dl,z)j- -'COs{dl,y)-j^ 

Ç, Y), l[ étant les coordonnées d'un point de l'élément rfp. 

Soient A., t)l>, G les composantes de l'aimantation DïL en un point de l'élé- 
ment rfp. Nous aurons, en vertu de l'égalité (i), 

Xdif:=iDXi cos{dly x)ds^ =z ^—^ — -cos(dl,x), 
'\i\>di> = DK cos{dl^y)dif= ^ ' cos{dl,y), 
e d{^ = D]l cos(ûf/, z) ds^— ^^ ' cos(ûf/, 5). 

L'égalité (2) devient donc la première des égalités 
les deux autres s'établissent d'une manière analogue. 
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Ces formules donnent les valeurs des fonctions d'HelmhCilt^ pour un 
élcmenl magnétique. Pour un aimant de dimensions finies, on aurait 



( 3 bis ) 




d^ - "'• df ^ '"•' 







§ II. — Propriétés des fondions t), \*>, ^ relatives à un aimant. 

Nous pourrions étudier directement les propriétés des fonctions t), Vs 
\îj> ainsi introduites; mais un artifice très simple nous permettra de déduire 
ces propriétés de démonstrations déjà faites. 

Imaginons qu'on laisse à l'aimant sa forme, mais qu'on y distribue une 
aimantation nouvelle dont les composantes x'^ \ft)', C soient liées aux com- 
posantes x, ift), G de l'aimantation précédente par les relations 



(4) 



-21 f 

— — tAù — Of 

s/'i 



y/a 



— 9' = — \iîi. 

V2 



La fonction t) sera la fonction potentielle magnétique de cette distribution. 
Les propriétés de la fonction potentielle magnétique, établies au Livre VII 
de nos Leçons sur V Électricité et le Magnétisme ^ nous feront connaître 
immédiatement les propriétés de la fonction t). Un procédé analogue nous 
fera connaître les propriétés des fonctions t? et tj?). Nous obtiendrons ainsi 
les résultats suivants : 

1° Les fonctions t), *<>, ^ sont uniformes, finies et continues dans tout 
l'espace, sans excepter les points qui font partie de l'aimant ou des surfaces 
de discontinuité qu'il présente. 

2° On a, dans tout l'espace. 



(5) 



v/a 



— §[ ©iCOs(N,,j^) — A cos(N„5) 



o 



-/( 



dri 



,cos(N„y) — ift),cos(N„5)]-ûfS 
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la seconde intégrale s'étendant au volume entier de Taimant, la première 
aux diverses surfaces de discontinuité que cet aimant présente, et en par- 
ticulier à sa surface terminale. 

3° Les dérivées partielles du premier ordre des fonctions t), V^, ^ sont 
finies, continues et uniformes dans tout l'espace extérieur à l'aimant et aussi 
dans toute région intérieure à l'aimant où les dérivées partielles des com- 
posantes Jl,, \ft), G de l'aimantation sont finies. 

4° On peut écrire, en tout point d'une semblable région. 



(6) 



3 âV 
V 2 àa: 



— — ^[ C,cos(N,,y) — iib, cos(N,,5) 



r 



SjCOs(Nî,y) — Dl), cos(N8,5)]^ûfS 




à^ 






et des égalités analogues pour 3~' 77' 3~' — 

5** De telles égalités montrent que Ton a, en tout point d'une semblable 
région, 

, , dV â^ dy^ 

(7) 



âa^ dy 



Oz 



= 0. 



6** En un point d'une surface de discontinuité séparant deux régions 1 
et 2 de l'aimant, on a 









47rS[(e, cos(N„ y) — iii>, cos(N., z)] ^ [3, cos(N„y) — Dl>, cos(N„ c)]j, 






- j =i47r{[(XiCOs(N„ z) — S, cos(N,,a:)] -t- [ Jl,,cos(Nj, -) — nll,cos(Nî, j')]i, 
— - j =:47rj[(ift), cos(N,, J?) — cl», cos(N,,y)] -\- [iJb, cos(N„ j?) — oAojCOs(Nj, y)]j. 



d^ 
d^ 



7** En tout point extérieur à l'aimant, on a 



(9) 



At) := O, A\*> = 0, ùk^ — o. 



8** En tout point intérieur à l'aimant et non situé sur une surface de dis- 

Fac. de T, — VIII. . A.2 
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continuité, on a 

v/2 \ày àz ) 

^2 ^ Vdj: ày ) 

§ 3. — V induction électromagnétique. 

Les fonctions t), "Ç^, ^ une fois connues, il n'y a plus aucune difficulté à 
écrire les lois de Tinduction électromagnétique; elles se déduiront immé- 
diatement des lois de l'induction électrodynamique. En un point (a:, v, z) 
d'un conducteur, point dont le déplacement a pour composantes S:r, Sy, 
ôz, la force électromotrice d'induction électromagnétique aura pour com- 
posantes [Chapitre préliminaire, égalités (2)] les quantités C^t Cy^ ^t dé- 
terminées par 

2 \ ÔX OX OX J 

\ ^ 2 V dy dy ây ) 



-!■(• 



. -' / ^ «V .^à^x ,,à dy ^àdz 
dt— ( 5\^ 4- O -Tz- -+- ^^ -^ -+- ^ -û" 



Ces égalités sont susceptibles de transformations analogues à celles que 
nous avons exposées au Chapitre préliminaire, § I; il est inutile de nous y 
arrêter ici. 

§ 4. — Uénergic interne (Vun système qui renferme des courants 

et des aimants. 

Dans un système qui ne renferme pas de courants, mais qui renferme des 
aimants, l'énergie interne a une valeur U donnée par l'égalité [Leçons, 
Tome ni, égalité ( i)], 



EU = Er-^3^-i-W4-2(®-T^)7 
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ces diverses lettres ayant la signification qui leur a toujours été attribuée 
dans ce qui précède. 

Lorsque le système renferme des courants, nous pouvons écrire 

(12) EU = Er + 5' + W-i-2(©-T^^)7 

-^/p(Oïl, T) - T ^^^^] d. 4- EU', 

la quantité U' étant assujettie à devenir égale à o lorsque les flux s'annu- 
lent en tout point du système. 

C'est cette quantité U' que nous nous proposons de déterminer. 

Pour cela, nous ferons usage de la proposition suivante, énoncée et com- 
mentée dans nos Leçons sur VEleclriciléy au Livre XV, Chapitre IV, § 4 : 

La quantité de chaleur dégagée par le système pendant le temps rf/a une 
valeur rfQ donnée par l'égalité 

(.3) Y.dii^dtj]^{E,^T^^y+(^^ 

Ej., E^, E^ sont les composantes de la force électromotrice totale en un 
point {x^y^ z) de l'élément conducteur dxjs\ l'intégrale s'étend à tous les 
conducteurs que renferme le système; quant à la quantité rfQ', on ne con- 
naît son expression que dans deux cas particuliers : elle est égale à o si 
les corps magnétiques sont tous des solides rigides, d'état invariable, et si 
chacun des éléments magnétiques que renferme le système se déplace en 
entraînant avec lui une aimantation invariable; si tous les corps magnéti- 
ques d'aimantation variable que renferme le système sont des corps par- 
faitement doux, elle a une valeur donnée par l'égalité 

(.4) ErfO'=T^y^£gJ^aOTLrf., 

l'intégration s'étendant à tous les corps magnétiques dont l'aimantation a 
varié pendant le temps dt. 

Nous allons, pour déterminer U', appliquer cette proposition au cas où 
le système, formé de corps immobiles, dont l'aimantation est invariable, 
est parcouru par des courants qui varient d'une manière quelconque. Dans 
ce cas, la quantité rfQ' est égale à o, et la quantité rfQ à (— SU); en 



A. 12 p. DUIIEM. 

outre, on a 

S.J — o, 
o^/[(,f(.0,t,T)-T'^-iI)]rf.=o. 

«•n sorte que les égalités (12) et (i3) donnent 



(i5) Eir -i- dw+ ô2 (® - '•'^t)'' "^ ^^^' 

Écrivons les expressions de E^, E^., E^. 

Désig^nons, désormais, pîir les symboles $, W^ X les quantités --= o, 

-^\*), -^v^, relatives à Taimantation distribuée sur le système, quantités 

définies par les égalités (3 bis)\ réservons les symboles t), "C^, ^> pour l(»s 
fonctions analogues relatives aux flux électri(pies qui traversent le sys- 
léme, fonctions définies au Chapitre préliminaire, égalités (i). 

En vertu des égalités (i) de notre Mémoire Sur VInductioti électro- 
dynamique. (G) du Chapitre préliminaire et (ii) du présent Chapitre, 
les quantités Sa;, 8/, ^z étant nulles en tout point, nous aurons 

Mais, les conducteurs et les aimants devenant immobiles, Taimantation 
demeurant invariable, la fonction $ garde évidemment une valeur indé- 
pendante du temps, en sorte que Ton a 

•57 = ^- 
L'égalité précédente devient alors la première des égalités 

les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 
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L'égalité (i3) devient 

.2(e-T-),-.,/[.,,4(e-T-)...|(e-T^) 



-f- 



En raisonnant comme nous l'avons déjà fait (première Partie, Cha- 
pitre I, § 1), nous trouverons que cette égalité entraîne la suivante 



EU 



'—-r\ {pU-\r'^V -\r'^W)dfS, 

en sorte que l'égalité (12) devient 

On voit que, conformément à ce que nous avons déjà rencontré, dans 
des cas plus particuliers (voir Leçons sur l' Électricité ^ Livre IV, Cha- 
pitre IV, et Livre XVI, Chapitre I), l'énergie interne d'un système qui 
renferme des courants et des aimants ne renferme aucun terme électroma- 
gnétique, c'est-à-dire aucun terme dépendant à la fois des intensités des 
courants et de Taimantation des aimants. 



»•••■ 
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CHAPITRE II. 

LES FORCES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 



§ 1. — Travail virtuel des forces électromagnétiques . 

C'est encore à la proposition dont nous avons fait usage pour déterminer U' 
que nous demanderons les principes propres à déterminer les forces qui 
s'exercent entre les courants et les aimants ; mais, pour appliquer cette pro- 
position, nous ne supposerons plus immobiles les divers corps qui compo- 
sent le système; nous supposerons seulement que les corps magnétiques 
sont des solides rigides, d'état invariable, et que chacun des éléments ma- 
gnétiques garde une aimantation invariable, en sorte que, dans l'éga- 
lité (i3) du Chapitre précédent, la quantité rfQ' sera égale à o. 

Pendant le temps rf/, les forces extérieures au système effectuent un 

travail d^^ et la force vive croît de 5 > On a donc 



E^Q^re/G.-E^U-ô^ 



71 me' 

2 



en sorte que l'on peut dire que les forces intérieures au système effectuent 
un travail 

ou bien, en vertu de l'égalité (i3) du Chapitre précédent, 
(i) ^G, = — EdU 

Chaque élément magnétique garde une aimantation invariable. On a 
donc 



,f[H^r.,i)-i'Jl^Yr.o, 
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et régalilé (i4) du Chapitre précèdent donne 



(2) 






D'autre part, on a [Chapitre préliminaire, égaUté (2) et 11* Partie, 
Chapitre I, égalité (11)] 



(3) 



Y.:^dt — 



Eydt 






ôt)-f- t) 



doœ 









5t? -t-t) 









W 



ày 



*^) 



^ />* *<^^'^ nf^^y •và^'\ 

à/ 2 \ OJC UX UJC / 



^ 



ôy 

dàz 
ôy 



) 
) 



E, rff =- r^ (£ V + e) - 9J rf/ 



1/3 v 



d3^ ^,£|y^^d3^ 



«J5 



dz 






dz 



dz 






Les égalités (i), (2) et (3) donnent 



(4)rf6, = -Ear-rf.y[9,-T^)« + (9,-T^).. + (ç>,-T^).. 



S\ff + sdt 



M" 



V H — ^— iv ) dis 



ày 



dz ) 



dm (1) 



(2) 
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-«7 (4) 

3* r 



^' rr /^.n -..^^-^ .^àhy ^d^z\ 

2 J L \ dJ? dx àx ) 

\ ày dy dy ) 

^ rr A* ikàix „.ddr ^diz\ 

V 2 */ L \ ^"^^ ^^ ^**' / 



(5) 



\ (75 (>5 ^^ / J 

Or, au second membre de cette égalité (4), les termes (i ) représentent 
des forces intérieures qui subsisteraient dans le système ramené à l'état 
neutre et désaimanté; 

Les termes (2) représentent le travail des forces électrostatiques données 
par la loi de Coulomb ; 

Les termes (3) représentent le travail des forces électrocapillaires; 

Le terme (4) représente le travail des forces magnétiques; 

Les termes (5) représentent (I''* Partie, Chapitre II, § 2) le travail des 
forces électrodynamiques. 

L'égalité (4) nous conduit donc à la conclusion suivante : Dans un sys- 
tème qui renferme à la fois des courants et des aimants s'exercent des 
forces différentes de celles qui nous sont déjà connues par les théories de 
la Physique autres que V Électromagnétisme. Ces forces ont pour tra- 
vail virtuel 

à y à y dy ) 

\ az oz àz ) \ 



LES ACTIONS ÉLECTRODYNAMIQUES ET ÉLECTROMAGNÉTIQUES. A.I7 

V intégration s^ étendant à tous les conducteurs parcourus par des cou- 
rants. 

Rappelons que, pour établir celte égalité, on a supposé : 

i*^ Que les aimants étaient des solides rigides; 

2** Que l'aimantation de chaque élément magnétique demeurait, dans le 
mouvement de cet élément, invariablement liée à la matière qui forme cet 
élément. 

Ces restrictions ne doivent pas être oubliées dans le calcul des quantités 
S*, W, SX. 

Nous avons [Chapitre I, égalités (3 bis)\^ 

dl ôl\ 

àri ÔZ / 

La variation S* qu'éprouve dans le temps dt la fonction $ relative à un 
élément conducteur di?, qui lui-même éprouve un déplacement Bx^ 8^, 
iz, peut s'écrire 

dt ôx dy ^ dz 

-r- dt désignant la variation subie pendant le temps dt par la valeur que 

prend la fonction $ en un point fixe (x, y^ z) de l'espace. 

La particule ds; garde un volume invariable; dans le temps rf/, elle subit 
une translation (8$, Sy), S^) et une rotation dont les composantes ont pour 
valeur 




(6) 



l il\ùz dy ) 

i\dx ôz )^ 

2 \ d/ ôx )' 



On a alors 



d- d^' (J«i d^\ 

Fac. de T. — VIII. A. 3 
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Ces diverses égalités nous donnent 



=J [ („.i,-.'j.)îr-(„-^-„c,^ 

/<ci i''- à--- \ 



im '• Ktin 



Les quanlitcs SU', 5X s'expriment d'une manière analofjiie. 
iSous trouverons sans peine que l'on peut écrire : 












r (l'!.lt + £Q}M + {£P- 



- (,V(^-ii!.l>)M'L/r 












(8) 
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Si l'on rapproche ces égalités (8) des égalités qui définissent les fonctions 
<P, <^, A [!•* Partie, Chapitre III, égalités (4)], on trouve 

^(l,-n,K)=-^ Ç(idw, 

*S'/, de plus y V aimant et le conducteur que Von considère n^ont aucune 
partie commune^ de telle sorte que le point (^, y), X,) ne puisse faire partie 
du volume dont dxs est un élément, les dérivées partielles des fonctions <ï, 
^ A par rapport à ^, y), Ç, s'exprimeront par des égalités de la forme 









L'égalité (7) permettra donc d'écrire 



(9) 



-h ( cl. -r- 4- 1JÎ> -3^ -h 3 -r- ) ÔTO 

\ on âri or\ ) 

■+■ ( \l!),'»l — S^) w -H ( ST — ..1. •a ) 0)' + ( .<. ^ — «!><e ) w" rf( 

w, eu', w" ayant les valeurs données par les égalités (G). 



i' 
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D'autre part, on a 
/ X rr /^àdx „,àdy ^diz\ 

\ ày à y ôy ) 

li^à^x xt^dhy ^àdz\ "1 . 

= — V[ «|COs(N,,jr)-t-i',cos(N|,j')-4-i«', cos(N,,5) 

+ «,cos(Nj,a;) + (',cos(Ni,7) + ir,cos(\„5)]{*5.r-t-'I''o/H-XÔ5)rfS 

r àW dW àW „.{du <h' fhvXl , 

r d\ d\ à\ ^ /du de <hr\\. I. 

Le signe x indique une intégration qui s'étend aux diverses surfaces de 

discontinuité du conducteur. 

Les égalités (5), (9) et (10) donnent l'expression suivante, pour le tra- 
vail virtuel des actions électromagnétiques, 



(■ 



âri ôri ari ) 



T= V [ i/,cos(N,, x) 4- i', cos(Nt,7) 4- M'iCOs(N,, z) 

4- w,COS(N„ x) 4- «•îCOS(N„/) 4- ir,cos(\,, z)] (<I>o.r 4- ^'o^' 4-[\o3)r/S 

V^aJ I L \ày àxj \dx dsjj 

3 r l au dv à\v\ ...^ „p^ v> X / 
V/^J \fU- ôy âzj^ -^ 
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Celle égaillé, rappelons-le, suppose : 
1° Que raimdnl esl un solide rigide; 
2® Que le courani ne Iraverse aucune parlie de Taimanl. 



§ 2. — Forces électromagnétiques. 

On déduil sans peine de l'égalité (ii) les résullats suivants : 

i" Un courant quelconque exerce y sur un aimant rigide qu^il ne tra- 
verse pasy une action qui se compose : 

En premier lieu, d'une force (Srfp, Hrfp, Zdç)^ appliquée à chaque 
élément dv de l'aimant. S, H, Z étant donnés par les égalités 






En second lieu, d'un couple (Lrfp, Mrfp, Ndç)j appliqué à chaque 
élément dv de V aimant y L, M, N étant donnés par les égalités 

(i3) M=:~(8« —.1,^), 

( N = — (X^ — \iî,«). 

Il est aisé de voir que les formules (12) et (i3), appliquées à un courant 
linéaire, redonnent les lois des actions électromagnétiques exercées par 
de semblables courants [Leçons sur l'Electricité et le Magnétisme ^ t. III, 
p. 496, égalités (1) et, p. 497» égalités (2)]. 

2" Un aimant exerce^ sur un conducteur qui lui est extérieur et qui 
est parcouru par des courants quelconques^ une action qui se com- 
pose : 

En premier lieu, d'une force (.xrfS, rT^S, irfS), appliquée à cha- 
cun des éléments dS de toute surf ace terminant une portion continue du 
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conducteur; a;, .t, lt sont donnés par les égalités 

«K = ^ <^ [i/cos(N/, j:)-+-('cos(N/,7)-+-ivcos(N/, 5)], 

(i4) ; ,7 .-= — ^ q^ [i/cos(N/, ^) 4- i'cos(N/,^)-+- ivcos(N/, 5)], 

% — P X [//cos(N/, x) 4- rcos(N„j^) -+-ivcos(N/, -5)]. 

y/a 

£'/! second lieu, d^ une force (Xdujy Y rfccr, Zrfo), appliquée à chacun 
des éléments de iwlume du conducteur, X, Y, Z étant donnés par les 
égalités 

Des considérations analojçucs à celles que nous avons exposées dans la 
première Partie, Chapitre II, § 4, montrent que les forces représentées 
par les égalités (i4) disparaissent dans tous les cas où les courants consi- 
dérés sont uniformes. Ces forces ne seront donc pas observables. 

§ 3. — Loi de Biot et Savart. 

La loi de Biot et Savart {Leçons sur V Électricité et le Magnétisme, 
t. 111, p. 293 et p. 4^2) conduirait à admettre la loi suivante, pour Faction 
d'un courant sur un aimant : 

Remplaçons chaque élément magnétique dv par deux masses niagné- 
ticjues (JL et — (X, placées en de» [K>ints A, B de cet élément, de telle sorte 
(jue Ton ait 

/jiÏÏÂcos(BA,x) z-Xdv^ 
(JL nX co»(HA, 7) = ni. </i^, 
/jiirÂr:os(BA, z) — Zdv; 



cela fait, admett^insque tout'f rriaHK^; magnétique (x subisse, delà 
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conducteur auquel elle est extérieure, une force appliquée à cette masse a 
et ayant pour composantes 

(16) Dzz:-^^, 

( 3 = — ixSi. 

Cherchons dans quelles conditions les résultats auxquels conduit cette 
loi seront d'accord avec les formules (12) et (i3). 

11 est facile de voir que, d'après cette loi de Biot et Savart, tout élé- 
ment magnétique dç est soumis à un couple (Lrft^, Mrfp, Ndç)^ défini par 
les égalités (i3), et à une force (S'rfc^, IV dv, TJdv)^ S', H', Z' étant définis 
par les égalités 

j"'=-(-t-*t--f)- 

La comparaison des égalités (12) et (17) nous montre que, pour que la 
loi de Biot et Savart s'applique exactement à l'action d'un certain conduc- 
teur sur un aimant extérieur quelconque, il faut et il suffit que l'on ait 

\ d^ _ù^ 

an - dl ' 

c'est-à-dire que les trois fonctions $, ^, A soient, dans tout Fespace exté- 
rieur au conducteur, les dérivées partielles d'une même fonction, uni/orme 
ou non, des coordonnées ^, y), ^. 

Les égalités (18) peuvent se transformer. 

D'après la définition des fonctions $, ^, ^ [première Partie, Cha- 
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pitre !ll, égalités (i)] ooos aarons 



_ f( "V- "'J '"^^ ^ 



On pciil donc i-cr'wc 



3\TK. Or,) - àU \" 57 + 



Une intégration par parties transforme cette égHlilé en 

-t- M, cos(N„ ^) + e, cos(N„ r) ■+- .e, c»8(N„ s) 1 ^ '/S 
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Reprenant une nota lion déjà employée (Chapitre préliminaire, § 2), 
nous poserons 

('9) ■J7~~S'^ «,cos{N„.r) + f, cos(N,,y) + tv, cos(N„s) 

-t- M, COS(Nt, Jt) -h »', COS(Nj, _V) -t- (V, cos(N„3)] - rfS 



J \dx dy dz ) r 



L'égalité précédente deviendra alors 



^\ôK dfi)~dl\dt)' 



De cette égalité et de deux analogues, il résulte que les conditions (i8) 
peuvent être remplacées par les suivantes : 



/ d /d\ 



d d\\ 



Ainsi, pour que la loi de Biot et Savart fasse connaître exactement Fac- 
tion exercée par un certain conducteur sur un aimant quelconque n'ayant, 
avec ce conducteur, aucune partie commune, il faut et il suffit que la fonc- 
tion -Tj- ait la même valeur aux divers points de toute région continue de 
l'espace qui n'est pas occupée par le conducteur. 

En particulier, comme -r- est égal à o à l'infini, on devra, dans toute 
région illimitée de l'espace extérieur au conducteur, avoir 

(20 bis) -^ =: o. 

Si les courants qui traversent le conducteur sofnt des courants uniformes, 
on a, en tout point d'une région continue du conducteur. 

Ou di' d^y 
ôjc Oy ôz 

Fac, de T. — VIII. A./| 
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et, en tout point d'une surface de discontinuité, 

W| cos(N|, x) -f- r, cos(X,, v) -4- W'i cos(Ni, z) 
-+- //, cos(Nj, x) -4- <'iCos(N'j,y) -r- II', CCS (N,, c) = o. 

Si Ton se reporte à Tégalité (19), qui déOnit -^j on voit que, pour un 

conducteur traversé par des courants uniformes, Fégalilé (20 bis) est véri- 
fiée dans tout Fespace. Donc la loi de Biot et Savart fait connaître exacte- 
ment l'action qu'un conducteur traversé par des courants uniformes quel- 
conques exerce sur un aimant quelconque. 

Mais les conditions (20) peuvent encore être réalisées par des courants 
qui ne sont pas uniformes. De ce nombre sont, par exemple, les courants 
variables à Tinlérieur d'une sphère qu'a étudiés M. H. von Helmholfz. Pour 
ces courants, en effet, la quantité 

au ()v <hv 
ôx Oy Oz 

a la même valeur en tous les points équidistants du centre de la sphère. Si 
donc on désigne par R la distance du point ($, y), Î) au centre de la sphère, 
on aura 

= — jT ^["C0S(N/, x) -f- i'cos(Nn y) -+- ii'Cos(N,, 5)]</S, 

ris étant un élément de la surface de la sphère et N, la normale à cet élément 
vers l'intérieur de la sphère. 

D'ailleurs, dans les courants étudiés par M. H. von Helmholtz, 

a la même valeur en tout point de la surface de la sphère. On a donc, en 
tout point C$, •/;, ^^ exli'rrieur k la sphère, 

et il est visible ^|ae l'^^M-J^J 'j^,hf4 ;i'Mi vérifiée en tout point extérieur à la 
sphère. 
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§ 4. — Loi d'Ampère. 

Les idées admises par Ampère {Leçons sur l'Electricité et le Magnétisme, 
t. III, p. 293, 43a, 5o3) au sujet de Taction qu'un aimant exerce sur un 
courant conduisent à adjoindre à la force qui, d'après la loi de Biot et Savart, 
ajjit sur chaque masse magnétique (jl, un couple appliqué à la matière qui 
porte cette masse, l'axe de ce couple ayant pour composantes 



c= 


:3(Y)- 


-y)- 


-1}(Ç- 


-3), 


m = 


:!(;- 


-z)- 


-3(?- 


-X), 


« = 


:U(?- 


-X)- 


-^(n- 


-y). 



OU bien, en vertu des égalités (16), 






Les deux couples appliqués à l'élément de volume dv se composeront 
alors en un couple unique {^dv^ Sïldi^^j 3f^di>)y ^, Oïl, X étant donnés par 
les égalités 



)^z= [(lU»^— 3 



^) 



(21) 



DXL= I (aa^ — 



Xàl) 



X 



= [(-^^- 



ilj><f ) 



-f-(cAa 


()A 






— 1 cAa 




..... f ^ 




-\-(c\a 








1 e/AO 


ÔA 


.. àA 




-f- 1 cAs 




dn 


^f)<^ 


-(X 






^%> 



y) 



z )1 dv , 



--) 



— r ) I t/i' , 



■r) 



-/)]'/•' 



Ces égalités peuvent encore s'écrire de la manière suivante : 
Posons 

j A = '^(;-s)-.'*l(r,-j). 
(aa) B = .'il(ç-.r)-<r(; — 3). 

( c = <£(,-n-y)-t(i-x), 
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et nous aurons 




(ai fr«) 


- = -(-f-'^-^g)*- 




(x = -(.-.,.-.c-)... 



Les définitions des fonctions «, 5, Ail"* Partie, Cliapitre I II, égalité (4 )J 
permettent d'écrire 






->•',. 



■=:zi,_ 'i-";;--'' „.i<, 



— C( — — 



-f «,cos(N„x) + f,cos{N,. /) +iv, cosCN„3)]rfS 



/■Ai . 



Si nous définissons la quantité J comme au Chapitre préliminaire, éga- 
lité (34), régalité précédente deviendra la première des égalités 

-il ^ 
~ fi i)»' 

_a à) 

-fia-: 

Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 
Les égalités (21 bis) deviendront alors 



(13) 



\lt \ ai- 



ni On 



' " iiii)',) 



''à^i;)' 
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Etant donné un conducteur que traversent des courants, ob tiendra- t-on 
le même résultat si Ton calcule l'action de ce conducteur sur un élément 
magnétique quelconque, soit par la loi d'Ampère, soit par la loi de Biot et 
Savart? Pour qu'on puisse répondre affirmativement à cette question, il 
faut et il suffit que l'on ait 

4^=0, t)\L—o, ^z=lO, 

quelle que soit la position de l'élément dv et quels que soient A>^ iJl>, C. 

D'après les égalités (24), il faut et il suffit pour cela que l'on ait, en 
tout point (^, Y], ^) de l'espace non occupé par le conducteur, 

(25) { " 

â'i — ^ — _^^ — 

ànôX'^''' ÔKôl-''' 010^^""' 

Nous avons déjà rencontré [première Partie, Chapitre III, égalité (18)] 
ces égalités (25) ; nous avons vu qu'elles caractérisaient l'équivalence entre 
la loi électrodynamique d'Ampère et la loi électrodynamique de Grass- 
mann. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

H est des conducteurs dont l'action sur un élément magnétique quel- 
conque serait exprimée de la même manière y que Von emploie au calcul 
de cette action la loi électromagnétique de Biot et Savart ou la loiélec- 
tromagnétique d'Ampère; ces conducteurs sont aussi ceux dont l'action 
sur un conducteur quelconque serait exprimée de la même manière, que 
l'on emploie au calcul de cette action la loi électj^odynamique d'Ampère 
ou la loi électrodynamique de Grassmann. 

Les égalités (26) montrent que l'on doit avoir, en tout point extérieur 

au courant, 

Ô^S c)*J ^^^ 

-4- -T=r- = 



OU 



^ [ w, cos(N,, x) -h (', cos(N,,/) -4- ♦»>, cos(N,, z) 

-h M, cos(N„ ûc) -h r, cos(ÎS„7) 4- i^, cos(N„ z)] \-^ "^ 5^ "^ "J^ ) ^^ 

r/du dv dw\(d^r â^r d*r\ ^ 
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Si Ton observe que l'on a 

ô^r ô^r (Pr _ 2 
'dî* ~^ôn^~^ âX* ~ '^ r' 

celle cgalilé devient 

Oc 

C'est l'égalité (20 bis) du présent Chapitre. Nous avons vu que, lorsqu'elle 
était réalisée en tout point extérieur à un conducteur, la loi électromagné- 
tique de Biot et Savart faisait connaître exactement l'action de ce conduc- 
teur sur un élément magnétique quelconque; nous pouvons donc énoncer 
«Micore cette proposition : 

Lorsque la loi de Biot et Savart et la toi d'Ampère fournissent la 
même expression pour l'action d^un certain conducteur sur un élément 
magnétique quelconque^ cette expression est exactr. 

§ 5. — Généralisation d*un théorème dAmpèrr. 

On obtiendrait évidemment les formules (12) et (i3) si l'on énonçait 
de la manière suivante la loi des actions d'un courant sur un aimant : 

Tout élément de courant dvs exerce : 

i^ Une force appliquée à chaque masse magnétique (jl et ayant pour 
composantes 

\'> 

(26) ( Y'=-^fxQ^/fn. 

2** Une force appliquée à chaque élément magnétique di' ayant pour 
composantes 

'■'=^['^(f-f)-"KS-f)]"-'- 

Les quantités P, Q, U sont défmies par les égalités (8 ). 
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On pourra évidemment transporter le point d'application de toutes ces 
forces que l'élément dts exerce sur l'élément di> en un point (xj y, z) de 
l'espace occupé par Télément dtSy à condition de leur adjoindre deux 
couples (ly, M', N'), (L", M", N") donnés par les égalités 

» f ^ f ,^ àa ^. db ^ âc\ , , 
v/2\ ài^ de, ôl) 

I ».# ^ f ^ àa .. ôb ^ dc\ , , 
^ ' 1 s/i\ an df\ dnj 



v/i V ^Ç 






avec 



a = Q(Ç-5)~R(rî-7), 
(286/5) { 6iizR(^ — ^) - P (C — ^), 

c=P(rî-7)-Q($-j7) 

et 

(29) M''=Z''(^-a:)-X''(Ç-5), 

( ^''^\\n^ y) -\" {l ^ X). 
Or les égalités (28), (28 bis) et (29) donnent évidemment 

N'H-N' = o. 

On peut donc indifféremment supposer que les forces (X', Y, Z) sont 
appliquées aux deux pôles de l'élément dv et la force (X", Y", Z") en un 
point de l'élément dv^ ou bien que toutes ces forces sont appliquées en 
un point {x^ y^ z) à^ l'espace occupé par l'élément rfcor. 

On obtient ainsi une généralisation d'un théorème célèbre démontré par 
Ampère {Leçons sur l'Électricité et le Magnétisme, t. III, p. 394) pour 
les courants linéaires, fermés et uniformes. Nous avions déjà (t. III, p. J09) 
étendu ce théorème à des courants linéaires quelconques. 
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CHAPITRE in. 

LANALOGIE DES COURANTS ET DES AIMANTS. 



§ 1. — Des courants uniformes qui équivalent à un aimant. 

Un aimant, limité par une surface S, étant donné, peut-on trouver un 
système de courants uniformes, parcourant un conducteur limité à la même 
surface, et exerçant la même action que l'aimant sur tout aimant et sur tout 
courant extérieur? 

La réponse à cette question ne semble pas douteuse, au moins au premier 
abord, puisque nous avons admis qu'un élément magnétique pouvait, dans 
toutes ses actions, être remplacé par un courant uniforme infiniment petit. 
Mais, à regarder les choses de plus près, on voit que Ton peut douter s'il 
existe une distribution de flux électriques variables d'une manière con- 
tinue à l'intérieur de l'aimant, et exerçant à l'extérieur les mêmes actions 
que cet aimant. 

Nous allons voir que tout aimant peut être remplacé par une double 
distribution de flux électriques : les uns, distribués d'une manière continue 
à l'intérieur de toute région continue de l'aimant; les autres, flux super//- 
ciels y distribués d'une manière continue en toute surface de discontinuité 
que présente l'aimant, et, en particulier, en la surface S qui limite 
l'aimant. 

Cherchons d'abord à quels caractères analytiques on reconnaîtra l'équi- 
valence d'un aimant et d'un système de courants, uni/ormes ou non. 

Désignons par § la fonction potentielle magnétique de l'aimant. L'aimant 
exercera sur un élément magnétique rfc^, dont (Ç, yj, J^) est un point, et 
dont (x, ift>, g) est l'aimantation, une action qui se composera : 

i^ D'une force (S'rfi^, H'rfp, Z'rfi^), 3', II', Z' étant déterminés par les 
égalités 
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2^ D'un couple (L' dv^ ^l dv, N' dv), L', M' N' étant déterminés par les 
égalités 

Si Ton remplace l'aimant par un système de courants, ces courants 
exerceront sur un élément magnétique une action qui se composera : 

i" D'une force (Srfp, Hrfp, Zrfr), S, H, Z étant donnés par les éga- 
lités (12) du Chapitre précédent ; 

'1^ D'un couple (Lrfi-, Mrfr, Nrfi^), L, M, N étant donnés par les éga- 
lités (i3) du Chapitre précédent. 

Pour que V aimant et le système de courants exercent la même action 
sur un élément magnétique quelconque, il faut et il suffit que l'on ait 
en tout point (?, y], X,) de l'espace non occupé par cet aimant ou par ce 
système de courants 

ai' 

Les actions de l'aimant sur un système de courants quelconques sont 
données par les égalités (i4) et (i5) du Chapitre précédent; les actions 
exercées sur le même système de courants par un conducteur que parcou- 
rent des llux électriques sont données par les égalités (i5) et (i6) de la 
jic Partie, Chapitre II. La comparaison de ces égalités montre sans peine 
que l'aimant et le conducteur exerceront la même action sur un système 
quelconque de courants, si l'on a, en tout point (5,y],J^) extérieur à l'espace 
occupé par l'aimant ou le conducteur, 



' 'i 
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D'ailleurs, si ces égalités (4) ont constamment lieu, non seulement 
Taimant et le conducteur parcouru par les flux électriques exerceront les 
mêmes forces sur un système quelconque de courants, mais encore ils 
engendreront les mêmes forces électromotrices d'induction dans un con- 
ducteur quelconque. 

Nous allons démontrer que les égalités (4) entraînent les égalités ( 3). 

Nous îivons, en effet [!*** Partie, Chapitre II, égalités (i4^1^ 






en sorte que les égalités (4) nous permettent d'écrire 
Mais nous avons [Chapitre I, égalités (3 bis)\^ 



\^-= /{-'!- 



Oj: 



^ d'- ^• 



(6,1 

x-, y, z étant les coordonnées d'un point de l'élément dv de l'aimant 
Si Ton observe que l'on a 

ji d'- à'- d'- à'- di 

,. r r r _ r r r 



on déduit des égalités (5) et (G) 



(Tr. - 






Mais on a 



r r r 



âc^ ân^ dZ 



-i- -^^ — o, 
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ce qui permet d'écrire, au lieu de l'égalité précédente, 



/Y ôl OL 



Il \^.j^^^ -j- +£ _£: /rf., 



OU bien, en vertu des égalités (7), 



^=il{ 



à'- à' à' 



ol^^ ^ ôx ôy oz 

C'est la première égalité (3). 

Ainsi, si un aimant et un courant exercent la même action sur un 
système quelconque de courants^ ils exercent la même action sur un 
aimant quelconque. 

La réciproque de cette proposition n'est pas exacte : on ne peut des 
égalités (3) déduire les égalités (4). 

Nous venons de voir que l'on pouvait écrire 

d^ On '~' ai' 
et, de même, 

ôî d; "" On' 

âri di " ô^ 

Ces égalités, et les égalités que définissent^, ^, ,^ \V^ Partie, Chapitre II, 
égalités (i4)l permettent de remplacer les égalités (3) par les égalités 



i{^--^^)-i{--^i-y-'. 



^|(''-^*)-s(*-^°)=°• 



à 



(*-^")-a(»--â^') 



^ on 
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Ces égalités (8) sont équivalentes aux égalités (3), car il est facile d'en 
déduire ces dernières. Or, ces égalités (8) donnent, non pas les égalités (4)? 
mais les égalités plus générales 

^— - -. t) -+- -zyy 

F étant une fonction uniforme ou non de ($, yj, 'C)- 

Ainsi de cr qu'un aimant et un courant exercent les mêmes actions sur 
un aimant quelconque, il n'en résulte pas qu'ils exercent les marnes 
actions sur un système quelconque de courants, 

L'écpiivalence entre les égalités (3) et les égalités (8) a un sens physique 
très clair. 

Lorsqu'un système de conducteurs est parcouru par des courants uni- 
formes, les forces soit électrodynamiques fl''* Partie, (Chapitre 11, éga- 
lités, (i5)J soit électromagnétiques [II* Partie, Chapitre II, égalités (i4)]5 
qui sont appliquées aux éléments de surfaces des divers conducteurs cessent 
d'être observables. Dès lors, la comparaison des égalités (i5) du Chapitre 
précédent aux égalités(i()) du Chapitre Ilde la première Partie montre que, 
pour qu'un aimant et un conducteur parcouru par d(*s courants exercent la 
même action sur un système de conducteurs parcourus par des courants 
uniformes, il faut et il suffit cpie les égalités (8) soient vériliées. Dès lors, 
Téquivalence entre les égalités (3) et les égalités (8) peut s'énoncer ainsi : 

Si un courant et un aimant exercent la même action sur un aimant 
quelconque, ils exercent la même action sur un système quelconque de 
courants uni/ormes. 

Etant donné un aimant, nous allons prouver que l'on peut toujours 
trouver une distribution de flux électricpies tant dans la niasse même de 
cet aimant ((u'à sa surface, assimilée à une lame conductrice, de telle sorte 
que les égalités (4) et, partant, les égalités (3) soient vérifiées. 

En chaque point (u^, y^ z^ de la masse de Faimant, déterminons les 
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composantes w, c, w du flux par les équations 

f a_ _ _ j_ /()^ ^ ^\ 

En chaque point (a, P) d'une surface de discontinuité de Taimant, de 
terminons les composantes/, g du flux électrique par les équations 



ô^, c)N, 



(10) 



— - 471-^/, 






3 

— — £| 71 — ^ ^ . 
V2 



^1 TT rr 



Les flux ainsi calculés détermineront un système de courants uniformes. 
En eflet, en tout point i^x^y^ r) intérieur à la masse de l'aimant, on aura, 
d'après les égalités (9), 

3 fdu (h^ d^v\ _ __ _!_ A /^ ^ ^\ ' 
J^\(^^ ^y àz / ^r. \6>j7 dy ôz ) 

Mais on a [Chapitre I, égalité (7)] 

d^ dW d\ 
ôœ oy ôz 

on a donc, en tout point de la masse de l'aimant non situé sur une surface 
de discontinuité, 

du dv diy 
^ dx dy dz 

Considérons un élément rfS d'une surface de discontinuité, dans le 
temps dt\ les flux qui parcourent la masse du conducteur amènent en cet 
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élôiiKUil IHK» quantité (rélcclricilé 



(!•-*) 



dQ I f/| cos(N,, .r) -+- i', «•os(N,, )') t- ir, cos( N,, 5) 



\jOs lliix (jui ]).arcourcnt la surface oll(;-in(*in«! y afn(*nont dans le iniMno 
t(Mii|)s, on rélrnient r/S, une ({uanlitô (rôleclririlé \Li'çoNS sur l^Élf'clri- 



(i3) 



On a 



^' -x',.ff/-"^3*)'«"'- 



fii} 4- dii' (>. 



O lh('orènie est g<m<*ral; pour K» drinonlrcT, il est nécessaire (récrire de 
très lonffues formules; aussi nous ronlenlerons-nous i\\*\\ donner la dé- 
nionslralion pour le cas particulier où la surface d(» discontinuité est une 
surface plane»; (»Ile est nolahlenient plus courte». 

IVenons Taxe des x et Taxe d(»s y dans la surface, Taxe d(»s z suivant la 
normale N,. Les égalités (9) et (12 ) nous donneront alors 



47: 



3 



dQ ... 


















f/S dt. 



Mais les quantités ■ * et . • ne subissent aucune discontinuité lors- 



(ju'on traverse la surface. On a donc 



(1.1) 



'".r"^ [('"), ("1, 



(Dr>dt. 



D'autre part, on peut ])rendre 



a .r, [3 )'. 



On a alors 



I/égalité ( i3) devient 



A r. 



W \. 



'V , 'U' \ ,,c 



"«■-(.i ■-;;;)'«■"■ 
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OU bien, en vertu des égalilcs (lo), qui deviennent 



, 3 ^ r/à<b\ /à<b\ 



Mais, en tout point soit de la région i, soit de la région 2, on a [Cha- 
pitre I, égalité (7)) 

d<S^ dW d\ 

-f- --- -h - - ■- o, 
âv a V os 

ce qui donne 

d^^ â'W _ _ â'\ 
dxdz ôydz dz^ 

L'égalité (i5) devient alors 

La comparaison des égalités (i4) et (iG) donne, comme nous Pavions 
annoncé, 

dQ H- dQ' — o. 

Les égalités (ci) et (17) nous assurent que les flux déflnis par les éga- 
lités (9) et (10) déterminent sur le conducteur un système de courants 
uniformes. 

Je dis maintenant que ce système vérifie les égalités (i). 

En eflet, les fonctions t), t?, \îp, relatives à ce système de flux uniformes, 
doivent vérifier les égalités suivantes : 

En tout point extérieur au conducteur, on doit avoir 

En tout point intérieur au conducteur, on doit avoir 
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En tout point d'une surface de discontinuité, on doit avoir 

) 

- — — 47r[/cos(«, x)-+-é'ros(;3, x)], 



()V) 


-h 




dis] 


-+- 




(m 


-+- 





- — - 47r[/cos(a, z) -h ^î,' cos ( (3, z)]. 
i 

Le tliéoivme (h^^dreen montre, sans peine, (prun seul système de fonc- 
tions ti), V^, ^'> peut vérifier à la fois toutes ces conditions. Or, elles sont 
manifestement vérifiées si Ton prend 

va 

- -x(i> — \. 

Os égalités (f\) sont donc forcément vériliées. 

Ainsi, on prnl toujours (rouvrr un syst()ntr d(* courants uniformes 
rxerçcinl la niâmv action qu^un aimant donne aussi hirn sur un aimant 
quelconque que sur un système quelconque de courants. Ce système de 
courants uniformes est forme dejlux parcourant la masse de V aimant 
donné et de flux superficiels parcourant les surfaces de discontinuité de 
cet aimant. 

J5 2. — Des aimants qui sont équivalents à un système de courants. 

Si Ton se donne un aimant, sa fonction potentielle magnéticpie est, en 
tout point ($, Y), O (extérieur à faimant, finie, continue et uniforme, ainsi 
cpie ses dérivées partielles de tous les ordnvs; lorscpio la distance II du 
point (5, Yj, X,) à f orifçine des coordonnées croit au delà (hî toute limite, les 
cpiantités 

ipÇ, u»t-' »'? 

r7^ i)r\ <)c^ 

ne croissent pas au delà de toute limite; enfin, en tout ])oint extérieure 
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l'aimant, on a 

Réciproquement, étant donnée une fonction s(^, yj, ^) quiy en tout 
point extérieur à une sur/ace fermée S, est soumise aux conditions 
précédentes, peut-on former y à V intérieur de la surface S, un aimant 
qui ait la quantité S (^, yj, ^) pour fonction potentielle magnétique à V ex- 
térieur de la surface S? 

Il est facile de voir que Ton peut former une infinité de semblables ai- 
mants. 

Donnons-nous arbitrairement une fonction f{x^ y, z) qui, en tout point 
(x, y, z) intérieur à la surface S, soit uniforme, finie et continue, ainsi que 
ses dérivées partielles du premier et du second ordre. 

D'après le principe de Dirichlet, il existe une et une seule fonction 
G (a?, y, z) soumise aux conditions suivantes : 

I** La fonction ^{x^y^z) est uniforme, finie et continue, ainsi que ses 
dérivées partielles du premier et du second ordre, en tout point (iP, y^z) 
intérieur à la surface S. 

2° En tout point intérieur à la surface S, on a 

3** En tout point de la surface S, on a 

D'après le principe dérivé de Lejeune-Dirichlet, il existe une infinité de 
fonctions ç(^, y, ^), différant les unes des autres seulement par une con- 
stante et soumises aux conditions suivantes : 

I** La fonction ^{^^y^z) est finie, continue et uniforme, ainsi que ses 
dérivées partielles du premier et du second ordre, en tout point {x^ y^z) 
intérieur à la surface S. 

2** En tout point intérieur à la surface S, on a 

Acp(^,7, z) — l/(x,y,z), 

3** En tout point de la surface S, on a 
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Prenons l'une quelconque des fonctions ç et posons, en tout point 
{^,y, =) intérieur à Taimant, 






' l>r. dy' 






.\., ift, S seront, au point (x, y, z), les composantes de l'aimantation 
d'un certain aimant limité à la surface S. 

Prenons une fonction qui soil, en tout point (ï, r„ î) extérieur à la 
surface S, é^alc à s(5, ïj, Î|) et, en tout point (x:,y,s), intérieur à la sur- 
face S, égale à !â(x, y, z). 11 est aïsé de voir que cette fonction sera la 
fonction polt-nlielle magnétique de l'aimant que nous %'enons de délinir. 

ICn eifet ; 

i" La fonction potentielle magnétique Z de notre aimant doit cire sou- 
mise aux conditions suivantes : 

ICIle doit être uniforme, finie et continue dans tout l'espace. 

Ses dérivées partielles des deux premiers ordres doivent être unîfornic>s, 
fmies et continues dans tout l'espace extérieur à la surface S et dans tout 
l'espace inténeur à la surface S. 

A l'infini, le8<iuantitésRi), R*-^) K'-;^i K't^ doivent demeurer finies. 

' t*; tfïl tfï 

lùi tout point (Ç, T], ï) de l'espace extérieur à la surface S, on doit avoir 
«f'S à'I d*l _ 

Hn tout point (x,y, z), intérieur à la surface S, on doit avoir 
î^- 5?!i î^lr — ' {^ i"'"' ''^ \ 

tJ.r>""^ ûl,'"^ d=' ~^'''\ÛJ'^ dY '^ d:'' 

En tout point de la surface S, on doit avoir 

d^ "^ SS" ~ 'i'^t"^ cos(N„ X) + M!. <-.os(?»,-, y) + Z cos(N„ :)]. 

■i" Deux fonctions distinctes ne peuvent vérifier toutes deux l'ensemble 
de ces conditions. 

!i" Elles sont vérifiées jmr une fonction 1 égale à s en tout point extérieur 
à la surface S et à G en tout point intérieur à la surface S. 

Nous avons donc défini un aimant dont la fonction potentielle magné- 
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liqiiiî L'sl ('gale à s(S, ïj, Ç) en loul point exlérieur à l'aimant. A cliaquc 
l'onction /(x, y, s) arbitrairement choisie correspond un semblable aimntit . 
Il en existe donc bien une inlïnité, comme nous l'avons annoncé. 

On voit, de plus, aisément que la méthode pr<icédenle donne tous les 
aimants simplement lamellaires (^Leçons sur l'Électricité, t. Il, p. <)2) 
qui sont enfermés par la surface S et qui admettent, à l'extcrieurde cette 
surface, la fonction potentielle magnétique donnée. 

Ces préliminaires posés, proposons-nous, tout d'ahord, de répondre à lu 
question suivante : 

Etant donne un système de courants qui parcourent un conducteur 
enfermé dans la surface S, exlste-t-il un aimant, limité à la même 
.surface S, et exerçant sur un élément magnétique quelconque la même 
action que le système de courants? 

L'équivalence entre le système de courants et l'aimant s'exprimera en 
écrivant que les égalités Ci) sont vérifiées en tout point (^, ï], C) extérieur 
à la surface S. De là, nous déduisons tout d'abord la conclusion suivante : 

Si les actions d'un courant sur un élément magnétique quelconque 
sont équivalentes à celles d'un aimant limité par la même surface que 
le courant, il existe une fonction de Ç, ï], Ç, uniforme, finie et continue 
en tout point (S, t], Ç) extérieur à la surface S, dont «f, ^, SL sont les 
dérivées partielles du premier ordre. 

Kéciproquemcnt : 

S'il existe une fonction de S, tq, Ç, uniforme, finie et continue en tout 
point (ï, ï], X,) extérieur à la surface S, dont *, ^, A soient les trois 
dérivées partielles du premier ordre, il existe un aimant limité à la 
même surface que le courant et exerçant les mêmes actions que lui sur 
tout élément magnétique extérieur. 

Dans ce cas, en effet, il existe une fonction 8(5, tj, ï), uniforme, finie et 
continue en tout point extérieur à la surface S, telle que l'on puisse écrire 
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Si Ton se reporte à la définition des fonctions Ç, ^, ^ [I"* Partie, Cha- 
pitre II, égalités (i4)1j on voit que les trois fonctions $, ^ a sont uni- 
formes, finies et continues dans tout l'espace extérieur à la surface S ; 
qu'elles s'annulent à l'infini, et cela de telle manière que les produits 

H**, R*^, R*c^ 

demeurent finis lorsque la distance R de Torigine des coordonnées au 
point (5, T], ^) croit au delà de toute limite. Il en résulte que la fonction 
.s($, T), î^) admet, dans tout l'espace extérieur à la surface S, des dérivées 
partielles du premier ordre qui sont uniformes, finies et continues et qui 
s'annulent à l'infini de telle manière que les produits 

u.Ç, iW^, u.Ç 

ôc^ ôri ô^ 

demeurent finis. 

Les quantités (P, ;^, c-a admettent, dans tout l'espace extérieur à la surface S, 
des dérivées partielles du premier ordre qui sont uniformes, finies et conti- 
nues. Il en est donc de même des dérivées partielles du second ordre de la 
fonction .s(i, y], X,), 

Dans tout l'espace extérieur à la surface S, on a (l^ Partie, Chapitre II, 

égalités (i4)j, 

(H 0^ M _ 

en sorte que la fonction 8(^, y], 'C) vérifie Técjuation de Laplace 

à^A â^^ <>*.s _ 

Enfin, sur la surface s, on connaît les valeurs de tf, ^, a et, par consé- 
quent, la valeur de -^• 

Il existe une infinité de fonctions s satisfaisant aux conditions que nous 
venons d'indiquer. Chacune de ces fonctions, on le voit aisément, prend a 
l'infini une valeur bien déterminée. La connaissance de cette valeur suffit à 
achever la détermination delà fonctions. D'ailleurs, les diverses fonctions 8 
obtenues en changeant cette valeur ne diffèrent les unes des autres que par 
une constante. Si donc parmi elles il en existe une pour laquelle on puisse 
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f-7p. ?- 



àv dV 



on pourra écrire ces mêmes égalités pour toutes les autres. 

Donc, si les trois fonctions î, ^, A sont les trois dérivées partielles 
d'une même fonction de £, ïj, C, uniforme, finie et continue dans tout 
l'espace extérieure la surface S, il existe une et une seule fonction 8(5, ïj,î), 
telle que Ton puisse écrire les égalités (3) et énoncer en même temps les 
propositions suivantes : 

La fonction *(j5,ï],i^) est uniforme, finie et continue en tout point (ï,r|,Ç) 
extérieur à la surface S; à rinfinî, elle est égale à o. 

La fonction s(5, ï], "C) admet, à l'extérieur de la surface S, des dérivées 
partielles du premier ordre qui sont uniformes, finies et continues; à l'In- 
fini les quantités lî^-j^, IÎ't-» R'-ré demeurent finies. 

La fonction 8(S, ^1, admet, à l'extérieur de la surface S, des dérivées 
partielles du second ordre qui sont finies et qui vérifient l'équation 

à' S à^ d^S _ 

D'après ce que nous avons vu il y a un instant, il existe une infinité 
d'aimants, limités à la surface S, qui admettent la fonction 8(Ç, r\, C) pour 
fonction potentielle magnétique en dehors de cette surface. D'après ce qui 
a été dit au paragraphe précédent, ces aimants ont tous, sur un aimant 
extérieur quelconque, la même action que le système de courants con- 
sidéré. 

Donc, pour que tes actions d'un courant limité, par la surface S sur 
un aimant quelconque soient équivalentes aux actions tSun aimant li- 
mité par la même surface S, // est nécessaire et suffisant que les trois 
fonctions 'jF(5, vi, X,), ^(S, i^ItOi ^(^i *]> soient dans tout l'espace L, 
extérieur à la surface S, les dérivées partielles d'une même fonction 
uniforme, finie et continue de 5, v), "C. 

Supposons, en premier lieu, que la connexité de première espèce de 
l'espace E soit du premier ordre. Dans ce cas, pour que les trois fonc- 
tions ^, 5, A soient, dans tout l'espace E, les dérivées partielles d'une 
même fonction uniforme, finie e -ontinue de S, f], t, il est nécessaire et 
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suffisant que l'on ait (Leçons sur VÉlectricitCy t. III, p. 63) 

O: ^ On' 

Nous avons déjà rencontré [Chapitre II, égalité (i8)j ces égalités (i8) ; 
nous avons vu qu'elles pouvaient être remplacées par la condition sui- 
vante : la quanlité 



'^=-f( 



du àv ôiy\ F , 
dr or Oz J r 



— X[ W|COS(\,,x) -+- r,cos(X,,y)-+- ir,cos(N,,c) 

-h i/jCos(N|, j:) -i- i'jros(Nj, v) — tr, cos(N|, 3)]-/fS 

a la même valeur o en tous les points de l'espace illimité K extérieur à la 
surface S. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Un conducteur traK^ersé par des courants est limité par une surface S 
telle que l'espace E, extérieur à cette sur/ace S, ait une conncxité de 
première espèce du premier ordre. Pour que ce conducteur exerce sur 
un aimant extérieur quelconque les mêmes actions qu'un aimant limité 
à la surface S, iljaut et il suffit que Von ait, dans tout V espace E, 

Supposons maintenant que la connexitéde première espèce de Tespace E 
soit d'ordre {n -f- 1). Les égalités (i8), ou l'égalité équivalente (19) peu- 
vent être vérifiées sans que les trois fonctions ^, ^, ^ soient, dans l'es- 
pace E, les dérivées partielles d'une même fonction uniforme de Ç, y), Ç. 
Il pourra donc se faire que, bien que ces égalités soient vérifiées, aucun 
aimant renfermé dans la surfiice S ne puisse remplacer le courant considéré 
dans ses actions sur un aimant quelconque extérieur à la surface S. 

Mais, dans ce cas, le théorème de M. Enrico Betti {Leçons sur l' Élec- 
tricité ^ t. III, p. G3) nous apprend que l'on [)eut, au moyen de n surfaces 
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coupures convenablement disposées, transformer l'espace E en un espace 
dont la connexité de première espèce soit d'ordre i . Chacune des surfaces 
coupures F|, Fj, . . ., F^ peut être considérée comme un feuillet formé de 
deux surfaces infiniment voisines a,, a',; 0*2, (t'^; . . . ; a„, (j\^. L'ensemble des 
surfaces S, a,, o-'^, 0*2, a^, . . ., a^, a), peut être considéré comme composant 
une surface fermée telle que la connexité de première espèce de l'espace 
extérieur à cette surface soit d'ordre i. On pourra alors raisonner sur cette 
surface comme, dans le cas précédent, on a raisonné sur la surface S, et 
Ton arrivera à la conclusion suivante : 

Un conducteur traversé par des courants est limité par une surface S ; 
la connexité de première espèce de U espace E extérieur à la surface S 
est d'ordre (/i -h 1); peut-on remplacer V action de ce conducteur sur un 
aimant extérieur quelconque par l'action d'un aimant limité par la 
surface S et de n aimants infiniment aplatis disposés suivant les sec- 
tions F,, F2, . . ., F„, qui ramènent à l'ordre i la connexité de première 
espèce de l'espace El 11 faut et il suffit pour cela que l'on ait y en tout 
point de l'espace E, 

(.9) -^=0. 

D'après ce que nous avons vu au § 1, lorsqu'un courant et un aimant 
exercent les mêmes actions sur un aimant quelconque, ils exercent aussi 
les mêmes actions sur un courant uniforme quelconque et réciproquement. 
Nous venons d'étudier dans quel cas un courant pouvait être remplacé par 
un aimant sans que ses actions sur un aimant quelconque fussent chan- 
gées; ce sont aussi les cas ou un courant peut être remplacé par un 
aimant sans que ses actions sur un système quelconque de courants 
uniformes soient changées. 

§ 3. — Résumé. 
Considérons les deux quantités 






' [ WiCOs(N,, x) -h ^iCos(N,,7) -h lï^iCOsCNi, z) 



s 



MiC0s(N2,or) 4- t'iC0s(N*j,7) 4- iriCOS(Nj, z)] rdS, 
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ât ^ J \dx dy dz ) r 



-!§[ «.cos(N..x)-H.,cos(N..^) + «..cos(N...) 



I 



i/,cos(Nt, x) -h rtC0S(Nt,7) -h ir,cos(Nt, s)]- c/S, 



/• 



lices entre elles par la relation 

f^U d^S dU d\ 

Parmi les courants, il en est qui sont tels que 

en tout point (^,y], Ç) extérieur à la surface S qui les limite. Ces courants-là 
jouissent des propriétés suivantes, et sont seuls à en jouir : 

1° La loi de Biol et Sm^ari fait connaître exactement V action de ce 
conducteur sur un aimant quelconque. 

'1^ Si la connexité de première espèce de V espace E, extérieur au con- 
ducteur y est d'ordre i , on peut remplacer le conducteur considéré par 
un aimant limité à la surface S, sans changer les actions exercées soit 
sur un aimant quelconque^ soit sur un système quelconque de courants 
uniformes, 

^^ Si la connexité de première espèce de l'espace E est d'ordre (/^ -f- i ), 
on peut de même remplacer le conducteur considéré par un aimant 
limité à la sur/ace S et par n aimants infiniment aplatis. 

Parmi les courants précédents, une catégorie plus restreinte est formée 
des courants pour lesquels on a, en tout point de l'espace E, 

ôl^ ~ ""' on*' - ""' c?Ç-- ~ ""' 

d^S ô-S d^S 



Ces courants jouissent, à l'exclusion de tous autres, des propriétés sui- 
vantes : 

I** La loi de Grassmann et la loi d' Ampère ^ appliquées au calcul de 
l'action exercée par un tel courant sur un élément de volume d'un 
conducteur parcouru par des courants quelconques, conduisent à des 
résultats identiques. 
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a® La loi électromagnétique de Biot et Savart fait connaître exacte- 
ment V action d'un tel courant sur un aimant quelconque. 

3*^ La loi électromagnétique de Biot et la loi électromagnétique 
d' Ampère j appliquées au calcul de l'action exercée par un tel courant 
sur un aimant quelconque, conduisent à des résultats identiques. 

Parmi les courants précédents, une catégorie, plus restreinte encore, se 
compose de ceux pour lesquels on a, en tout point de l'espace E, 

^J ^J â3 

5Ï==^' dïj==^' dç = ^- 

Ces courants possèdent, à l'exclusion de tous autres, cette propriété que 
leurs actions électrodynamiques les plus générales sont indépendantes 
de la valeur attribuée à la constante X d'Helmholtz. 
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CHAPITRE IV. 

AliMANTATION PAR LES COURANTS. 



§ 1. — Équations générales de V aimantation par les couranis. 

Considérons un système renfermant des courants et des masses magné- 
tiques. Parmi ces dernières, les unes sont des aimants permanents dont 
nous supposons la forme et le volume invariables ainsi que raimantation ; les 
autres sont des corps parfaitement doux. 

Lorsqu'une modification infiniment petite, de durée rf/, se produit en ce 
système, il dégage une quantité de chaleur rfQ, donnée par l'égalité suivante 
[Chapitre I, égalités (i3) et (i4)] 



-f 






la première intégrale s'étendant aux conducteurs qui traversent des cou- 
rants, la seconde aux masses magnétiques. 

Supposons que la transformation subie par le système pendant le temps dt 
se réduise à une variation d'aimantation des masses magnétiques parfaite- 
ment douces sans déformation ni déplacement d'aucun des corps qui com- 
posent le système ; nous pourrons alors, en désignant par U l'énergie interne 
du système, écrire 

rfQ-_-au. 

D'ailleurs, U est donné par l'égalité (i4) du Chapitre I. On a donc 

( 2 ) E £/Q =-- - j E ô r -^ d W 4- a 2 ( ® - T 5T ) ^ 

Désignons, suivant l'usage établi aux deux Chapitres précédents, par $, 
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\t*, X, les quantités -pt), -r^Vj ^^, relatives à un aimant. Les conducteurs 

V 2 V^ v^ 

et les aimants du système étant tous immobiles, les lois de Tinduction 
électrodynamique [Chapitre* préliminaire, égalités (5)] et de Tinduction 
électromagnétique [IP Partie, égalités (ii)j donnent 

On a donc 



a 


<^4> 


v/â 


j/' 


a 


d'F 


v/i 


(>r 


a 


d\ 


v/i 


dt' 



^= — s 






a» r/âv â\^ à^^ \ ^ 

'2 J \()t dt ôl ) 

D'au Ire part, nous avons 



^(«-^'■' 



*^(«-4^ 



p 1 <«^ ^CJ, 



(6) l.:o^r:.,/^y[(o,-T^)« + (ç,-T^^).-+(?.-T^=j..]rf^. 
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Nous avons ensuite [Chapitre préliminaire, égalité ( 32 >J 
1*3 n fin 

— I -^^ I Ti^ OJn- a*". 

dT j àCT<, 

Los égalités (i)^ (2), (3), (4 >, < > ). hJ), (7 )• (8) donnent 

(9) 0^ -^o I J(.)R, T) ^i - -"^^ f ( -^7 " " -jj '' — JJ "' ) ^ = o. 

Nous allons écrire cette égalité (fj) sous une forme plus explicite. 

Soient •s(x, y, z) la fonction potentielle majrnétitjue, au point (^r, y^ z ), 
de Faimantation répandue sur les aimants permanents et ^(-r, ^, z^ la 
fonction potentielle magnétique, au même point, do Taimantation répandue 
sur les fers doux; soient o^l,, oui, iz les variations que subissent^ pendant 
le temps rf/, les composantes de l'aimantation au point (x, y, z). \ous 
aurons, d'après une formule connue, 

$, y], Ç étant les coordonnées d'un point de l'élément magnétique d%r. 

Si nous introduisons la fonction magnétisante F(orL), définie par Tégalitê 



nous aurons 

Nous avons [Chapitre I, égalités (3 bis)] 

4> = / \ 9 -- i — iii> — ^ / dv 
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el, par conséquent, 



''=J O^^i 



^^^'=7 W^-^^if'"- 



Dès lors, si nous posons [Chapitre II, égalités (8)], 









r r 



nous verrons sans peine que Ton peut écrire 

\âe ât de ) 

Si Ton observe que, d'après la définition des fonctions $, ^ ^ [I'* Partie, 
Chapitre III, égalités (4)]) on a 






on aura aussi 



s/2 J \ài ât ât J 
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Kn vcrlu des égalités (lo), (i i) el (12), i'égalilc (9) devienl 

( j.4le égalité doit avoir lion, (|uelles que soient les valeurs de Sx, Sife, Ss, 
i»ii chaque point du fer doux; on a donc, en tout point d'une masse de fer 
doux soumise à Faction de courants et d'aimants, 

(.3) J,.,..-_F(OR)(JJ + ;;^-^), 

Ces équations (i3) représentent, sous la forme la plus générale, les lois 
de Taimantation du fer doux; elles renf(*rment, comme cas particulier, les 
lois de Taimantation du fer doux par des aimants permanents [Leçons sur 
rElectricitéy t. Ili, p. 1 79, égalités (())], |)ar des courants uniformes [/6irf., 
t. 111, p. 397, égalités (3)] ou non uniformes [fhùl.y t. III, p. .{90, éga- 
lités (i(>)], mais ne passant pas par l'aimant. Ma\\v»»ll(*)et^G. Rirchlioff (^) 
ont donné ces équations pour le cas où les courants, d'étendue linie en tout 
sens, sont uniformes; M. II. von Hehnlioltz (' ) les a énoncées dans toute 
leur généralité. Toutefois, ces auteurs se sont bornés au cas de l'approxi- 
mation de Poisson, c'est-à-dire que leurs équations renferment non pas la 
fonction magnétisante F(orL), mais un coefficient d'aimantation constant A\ 



( ' ) Maxwell, A dynaniical theory of the elcctroma^netic Jield {Philosophical Trans- 
actions of the Royal Society of London, i. CLV, p. 4^9« 1*^^55. -- MaxweiTs scientifics 
PaperSf t. I, p. SaG). 

( * ) G. KiRCHiiopp, Zur Théorie des in cincm liiscnkôrper inducirten Magnetisnius 
{ Pogî^endorff's Annaien. Ergânzungsband, i. V; 1870. — G. Kirchhoff's Abhandlun^ 
gen, p. 29/J). 

(') II. VON IIelmiioltZi Ueber die Bavegungsgleichungen der Elektricitàt fiir ru^ 
hende leitende Kôrper, § 8; Einfluss diclektriscitcr und magnctischer Polarisation der 
Media {BorchardVs Journal, Btl. LWIf. p. \\\\ 1870. - Uclmholtz wissenschaftliche 
Ahluindlungen, t. I, p. Cii). 
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g 2. — Les courants ne traversent pas la substance magnétique. 

Les équations précédenles sont générales; elles demeurent valables soil 
que les courants traversent la substance magnétique, soil (ju'ils lui di'- 
meurenl extérieurs; arrêtons-nous un instant à ce dernier cas. 

L'aimantation d'un morceau de fer doux sous l'action de couranis qui 
lui sont extérieurs peut-elle être identique à l'aimantation engendrée dans 
le morceau de fer doux par certains aimants? Pour cela, ïl faut et il suffit 
évidemment que les trois fonctions $, ^, R. puissent être regardées comme 
les trois dérivées partielles de la fonction potentielle mafjnélique d'aimants 
extérieurs au morceau de fer doux. Ce que nous avons dit au Chapitre pré- 
cédent nous permet de remplacer cette condition par les suivantes : 



! à o en tout point extérieur au condurlcur 



1° La quantité -^ est égi 
parcouru par des courants; 

2" Si la connexitc de première espèce de l'espace extérieur à ce conduc- 
teur est d'ordre (« -1- i), on peut la ramener à être de l'ordre t au moyeu 
de n coupures ne rencontrant pas la masse magnétique, 

La première condition est toujours vérifiée lorsque les courants sont 
uniformes, mais la seconde peut ne pas l'être; certains couranis uniformes 
peuvent donc engendrer dans une masse de fer doux une aimantation qu'un 
aimant ne pourrait pas engendrer. Nous en avons vu un remarquable 
exemple {^Leçons sur l'Électricité, Livre XV, Chapitre VÏI). 

L'aimantation du fer doux par des courants absolument quelconques, 
Tnais extérieurs k la masse de fer doux, se traite analyliquement do la 
même manière que l'aimantation du fer doux par des aimants (Lorons sur 
l'Électricité, t. IM, p. '192). 



§ 3. — Mise en équation du momement varié de l'électricité sur 
une masse magnétique. 

Nous allons étudier maintenant le cas où les couranis passent en totalité 
ou en partie au travers de la masse magnétique. Ces courants peuvent être 
constants ou variés. Nous allons aborder, dans ce Chapitre, le problème 
du mouvement varié de l'éleclricilé sur des masses magnétiques immobiles. 
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Les équations de l'aimantation sont, en chaque point {x, y, z) éga- 
lités (i3)J, 






les fonctions ï, ^ A étant d'ailleurs données par les égalités [I" Partie, 
Chapitre II, égalités (i4)] 









La force élcclromotrice d'induction éloclrodynamique a pour compo- 
santes, au point (x, y, z) (Chapitre préliminaire, égalités (a)], 



a» do 



3P à^ 
' 2 ût^ 



a» d© 



La force électromotrice d'induction électromagnétique a pour compo- 
santes, au même point [Chapitre I, égalités (i r)]. 



(3) 



a <«. n àw 


a d\ 




(/; di ' ^i Ji' 


y/ï S' ' 




_^„V-.9)-.,,- 


3' âO 

2 àc ^ 




-,4(.V + 8, + ,,- 


3' (K> 




-^4(.v + e) + ,. 


31' <TO 

2 (J( ^ 


a t)X 
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Si ron désigne par e la densité de réiectricité en un point d'une masse 
conductrice, et par E la densité superficielle de Félectricité en un point 
d'une surface de discontinuité, on aura 

d^\ d^\ ()«V , 

et 

... d\ d\ . ^ 

Les quantités dont on se propose de connaître la valeur à chaque instant 
et en chaque point sont les quantités 

(6) X, ilb, 8, w, i', cr, Cy E. 

La fonction ^{x^y^ z), la fonction 0(j7,^, z) et les fonctions Çj., ç^,, ç^ 
étant des fonctions d'or, y, z et du temps que l'on suppose connues, on voit 
que les égalités (i), (2), (3), (4), (5) ramènent la détermination des quan- 
tités (6) à la délermination des huit fonctions 

C, O, '<\ ^, <^, W, X, V. 

Dans le cas où la fonction magnétisante F(oîl) est remplacée par un coef- 
ficient d'aimantation constant, on retrouve les équations qui ont servi de 
point de départ aux recherches de M. H. von Helmhoitz; dans le cas par- 
ticulier où les courants sont uniformes, on retrouve les lois étudiées par 
Maxwell, G. Kirchhoff et M. Paul Janet. 
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SUR UN 



THÉORÈME DE M. DARBOUX 



ET SUR 



LES CONGRUENCES DE DROITES, 

PAR M. E. COSSERAT. 

Chargé d'un Cours complémentaire à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



1. Les systèmes triples orthogonaux pour lesquels les trajectoires 
orthogonales d'une des familles sont planes ont été considérés d'abord, 
dans un de ses Mémoires sur les systèmes orthogonaux (*), par M. Darboux, 
qui s'est attaché particulièrement au cas où les trois familles ont toutes 
leurs lignes de courbure planes. Ribaucour considéra ensuite le cas où les 
trajectoires orthogonales sont des cercles et créa la théorie des systèmes 
cycliques dont le lien, découvert par M. Darboux, avec le problème de la 
déformation, constitue un des plus beaux théorèmes de la théorie des sur- 
faces. M. Darboux remarqua d'ailleurs (^) que son théorème n'était qu'un 
cas particulier du suivant : 

Pour^ trouver la congruence la plus générale formée de courbes 
planes situées dans les plans tangents d'une surface (S) et qui sont les 
trajectoires orthogonales d'une famille de Lamé ('), on prendra l'une 
quelconque (S') des surfaces applicables sur (S), et l'on construira 
toutes les courbes (C) qui sont à l'intersection des plans tangents 




(*) G. Darboux, Sur les surfaces orthogonales (Jnnales de VÉcole Normale supé- 
rieurcy \^ série, l. Ili). 

(*) M. Darboux a bien voulu me communiquer qu'il avait énoncé, sans démonstration, 
cette remarque dans une de ses Leçons du j)remier trimestre de l'année 1891. 

(•) Nous employons cette expression pour désigner, ainsi que le font plusieurs géomètres, 
des familles d'un système triple orthogonal. 
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df (S') et d'une dcvehppable (à) circonscrite au cercle de l'infini. Si Ut 
surface (S') se déforme en entraînant les courbes (C'), de manière à 
7)t;nir coïncider avec la surface proposée (2), la con<^ruence des courbes 
{O) se transformera dans la congruence cherchée. 

!l faut ajouter, pour être complet, qu'une partie du tlicorème précédent 
a été énoncée, dans les Comptes rendus du l 'i août 1891, par Riliaucour, 
({ui n'avait pas connaissance des résultats plus cnniplets de M. Darhoux et 
t[\u' M. Bianchi (') a publié un beau Mémoire, daté de novembre 1890, et 
consacré aux systèmes triples en question. 

2. Je me propose d'établir le tbéorème {ïénérnl de M. Darboux en le 
rattachant, en somme, à une propriété rcniHri|uable des congruences de 
droites; je conimcncerai toutefois par indiquer couiuienton peut le démon- 
trer, en partie, en utilisant les propositions connues de la théorie des sys- 
tèmes cycliques. 

Démontrons d'abord que la confrruence des courbes (C) construites, 
comme il a été indi<|ué, au moyeu d'une dévcrioppablu (A) circonscrite au 
cercle de l'infini, satisfait à la ({ueslion. Considérons les cercl<!s qui sont à 
rinterseclion des plans tangents de (!') el d'une sphère de rayon nui ayant 
son centre en un point M de l'arête de rebrou ssenient de (A); ces cordes 
sont osculaleurs aux courbes (C) et ils forment, lors(|ue (iL') s'applique 
sur (2), un système cyclitjue; les points où ils sont alors ortliogonaux à une 
même surface étant primitivement sur une génératrice de la splièrc de 
rayon nul considérée, il en résulte que ces cercles sont oitbogonaux, en 
[larticulier, à la surface lieu des points où ils toucbenl les courbes (C) 
correspondantes. Cela posé, la proj)osilion résulte soïl de la réciproque du 
théorème bien connu de Itibaucour sur les cercles osculaleurs aux trajec- 
toires d'une famille de Lamé, soit encore de ce <pit', lnrs(|ue le point M 
varie, les lignes de courbure des trajectoires des cercles du système cyclitpie 
correspondent toujours au réseau conjugué comnnni à (2) el à (2') et, par 
suite, se correspondent entre elles. 

Inversement, considérons une congruence de courbes (C) satisfaisant à 

( I ) !.. ItiANDiit, Sui sutemi tripli orlnf^anati c/ic mnleri^'imo iina série iti SHperJicif 
roH un ihleina di linee di curfalara jiiaiic (A nniili di Mnleinatica /riira td ti/>/ilicii/a, 
siirie II, l. XJX). 
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la question; les cercles osculateurs à ces courbes en tous les points d'une 
surface qui leur est orthogonale forment, d'après le théorème de Ribau- 
cour déjà cité, un système cyclique; les lignes de courbure des trajectoires 
des cercles dans ces différents systèmes cycliques devant se correspondre, 
il en résulte qu'elles correspondent à un même réseau conjugué tracé sur 
l'enveloppe (S) des plans des courbes (C'). Ce réseau conjugué est commun 
à (S) et à une surface (S') applicable sur (S); si ce réseau conjugué, 
comme c'est le cas général, ne reste pas conjugué sur une troisième surface 
applicable sur (S), il est clair que le théorème est démontré. Mais il n'en 
est plus de même si le réseau conjugué considéré reste conjugué sur une 
troisième surface provenant de la déformation de (S) et, par suite, sur une 
infinité de telles surfaces. Le théorème est encore vrai dans ce cas, ainsi 
que nous l'établirons plus loin. 

3. Rappelons rapidement quelques résultats relatifs aux congruences de 
courbes planes. 

Introduisons le Irièdre (T), dépendant de deux paramètres u et p, dont 
le plan des xy est le plan d'une des courbes planes et dont l'axe des z est 
la normale à ce plan au point de contact avec son enveloppe (S). Adop- 
tons, de plus, les notations des Leçons de M. Darboux. Nous définirons la 
congruence de courbes planes de la façon suivante. Soit, dans le plan 
des xy^ 

X cos /-hysin/ — Ç = o 

l'équation d'une droite; si l^ et / sont des fonctions données de w, v et d'un 
paramètre iv, la droite enveloppera, lorsque w et p seront constants, une 
courbe plane (C'); et w, v variant, les positions de (C) formeront la con- 
gruence considérée. 

Les coordonnées d'un point de (C) seront définies, en fonction de w, 
p, iv, par les formules 

j7 = Çcos/ 3— sm/, 

ot 

j — Ç sin / H — -T— cos/. 



Lt's coordonnées du cenlrc de courbure de (C) correspondant au point 
considéré seront 

X — Ucos^, y — Usin(, 
et l'on aura 



ài 



Cela posé, considérons une surface de la congruencc; si désigne l'un 
des angles que fait, avec le plan des xy, le plan tangent à cette surface en 
un point 'M.(x,y) de (C), l'application des formules (lî) de M. Darboux 
donne immédiatement 



en posant 



.(py — '/J-)etii -h (pi y — 1/, -r) fit- 



s - 5 c(isf -t 



dû) ' iH 



S, - i, (:■ 



Parmi les surfaces de la congruencc passant par une courbe ((V), consi- 
dérons, avec M. Darboux, celles qui adnuittent en M pour une de leurs 
directions jirincipales la tangente MT à la courbe; il est clair <|u'elles véri- 
fient Téquation difi'érenlielle suivante, où w est supposé remplacé par la 
valeur qui cr)rrespond au point M 



Si l'on écrit ipie les di;ux séries de surfaces, dont on vient de rappeler 
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Texistence, sont toujours rectangulaires, on trouve, comme on sait, la con- 
dition pour que les courbes de la congruence admettent des surfaces tra- 
jectoires orthogonales. 

Cherchons directement cette condition; supposons qu'il existe une sur- 
face coupant à angle droit toutes les courbes de la congruence; cette sur- 
face s'obtiendra en remplaçant w, dans les valeurs de x et y^ par une 
certaine fonction de w, v qui sera définie, comme on le voit immédiatement, 
par l'équation aux différentielles totales 

dt 
R -;r- rfw' -h M du 4- M, dv = o, 

où l'on a posé 



M, 



c'est-à-dire 



M = — £ sm^H- Y) ces/ H- 3 TT — H u /• -h 3- > 

^ ou al \ ou) 

w > ■ . . à dw y/ àt\ 

M, = - ^,sin< -+- ï),cos< + — -^- + K (^'-i -+- ^, I- 



) 



Supposons la condition d'intégrabilité vérifiée identiquement; l'intégrale 
de l'équation aux différentielles totales renfermera un paramètre arbitraire. 
Nous pouvons effectuer un changement de variable consistant à prendre 
pour variable, au lieu de w, ce paramètre. Supposons que ce changement 
de variable ait été effectué tout d'abord, en sorte que w soit précisément 
le paramètre en question. On aura alors 

M = o, Mi=:0. 

Ces équations déterminent l^ et / en fonction de w, t?, iv, de façon à obtenir 
des courbes planes orthogonales à une famille de surfaces. 

4. Ces préliminaires établis, abordons la recherche des courbes planes 
orthogonales à une famille de Lamé en supposant connue la surface (S) 
enveloppe des plans des courbes planes. 
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Adoptons pour variables u et v celles qui correspondent aux lignes de 
courbure de toutes les surfaces trajectoires et pour w la variable dont il 
vient d*ètrc question. Si Ton introduit les deux séries de surfaces de 
M. Darboux considérées au numéro précédent ou encore si Ton applique 
le théorème de Joachimsthal, on trouve immédiatement, dans les deux cas, 
les équations suivantes du problème 



Les deux dernières peuvent être remplacées, on introduisant deux auxi- 
liaires |JL, et [1,, par le système suivant : 



[ fjt,(/> s'mt~i/ C08f)C — — l^cost-l- nsin* -i- -y- l> 
I fi,(/) cosfH-7 stnO =>-h-^^, 

f , -, àt 

D'ailleurs, si l'on tient compte des relations obtenues en différentiant 
ces dernières équations, les équations M = o, M, = o se transforment im- 
médiatement dans les suivantes 



(p/-gx) 



àti 



et, par suite, peuvent être remplacées par 



Ainsi la question est ramenée k l'intégration du système (i) où (t, et |A| 
sont des inconnues auxiliaires ne dépendant que de u et v. C'est de 0^ ^ 
résultat que nous allons déduire le théorème de M. Darboux en ratUcluHritin 
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l'élude du système (i) à celle des congruences de droites distribuées dans 
les plans tangents de la surface (£). 

5, Faisons correspondre, àchaquL- position du plan des jydu trièdreCr), 
une droite située dans ce plan et définie par l'équation 

acost -t-y siii( — i; = o. 

où / et Ç sont des fonctions données de u et v\ on engendre ainsi la con- 
gruence de droites la plus générale. Supposons que u et y soient les para- 
métres des développables de la congruence; t elt seront alors définis en 
fonction de « et p par le système (i), où pi, et [i, sont deux inconnues auxi- 
liaires qui ont une interprétation géométrique simple. Leurs inverses ont 
pour valeurs taiigO, et tangO,, 0, cl 0, désignant des angles faits respecti- 
vcuienl avec le plan des xy par les plans focaux de la congruence. 

Si l'on se donne une congruence de droites rapportée à ses dévelop- 
pables, il en résultera pour [x, et [i^ des valeurs connues; inversement, 
cherchons les congruences de droites rapportées à leurs développables qui 
conduisent à ces valeurs de [ji, et [x-^. 

Introduisons les deux symboles de M. Cbristoffel : 



n^g-D 






construits avec la forme quadratique différentielle qui est le carré de l'élé- 
ment linéaire de la représentation spbériquc et posons 



sin/ 



Si l'on égale les deux \ 



- déduites du système (i) ainsi que 



les deux valeurs de -j— , , déduites du même système, il vient les deux équa- 



tions suivantes 



-?")[^ + ?(i».- p.)]- (/','-?,")[§j-?,(p,-F.)]-(?£,-fn,)(F,-K.) ("■+'■') = ". 



B.8 E. COSSERAT. 

Ces équations fournissent, en général, pour a ei b deux systèmes de va- 
leurs. L'un d'eux est celui d'où l'on est parti; quant à l'autre, il ne satisfera 
pas, en général, à la question posée. 

6. Nous n'insisterons pas, pour le moment, sur les propositions qui se 
déduisent immédiatement de la considération des deux équations précé- 
dentes; le. cas où ces équations sont toutes deux identiques correspond à 
une propriété des congruences de droites qui entraîne comme consécjuence 
le théorème de M. Darboux. 

Attachons-nous surtout à la démonstration de ce dernier théorème. 
Remarquons d'abord qu'elle peut être présentée d'une façon bien simple 
si l'on a égard uniquement à la proposition directe. Nous pouvons, en effet, 
poser, a priori, en vertu du théorème de Joachimsthal, les équations (i), 
on a, et (jia sont indépendants de w^ cela résulte évidemment de ce qui a 
été dit au numéro précédent. Il en résulte également (jue, pour obtenir une 
solution du problème posé, il faut que les équations (2) soient séparément 
identiques. 

lOcartons immédiatement le cas où [ji, = [ji^ m /; la solution correspon- 
dante s'obtient en coupant les plans tangents de (2) par une développable 
circonscrite au cercle de Tinfini et rentre d'ailleurs dans le théorème de 
iM. Darboux. 

Ce cas écarté, il vient les écpiations 

La première relation exprime que le réseau (w, p) est conjugué sur (2); 
la seconde permet d'exprimer a, et [jl^ en fonction d'une auxiliaire a par les 

formules 

cosa — I cosa-hi 

^ sina ^ sino- 

Portant dans les deux dernières, il vient 
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-^— - =:2j3,(cosa — i), 
(;cos(T ^ , . 

— T = 20 (COS(TH- l). 

Supposons que le réseau (w, p) soit conjugué sur (S) et que les deux 
équations (2) aient une solution commune a; si l'on pose 



, .coso- — I 

p — « — ■' />, 


, .COS(T — I 

n' — l ; <7, 

' sma ' 


.cosa-f I 

p — l ; yy,, 


.cosa-hi 



il existe alors un trièdre mobile (T') dont les translations sont les mêmes 
que celles de (T) et dont les rotations sont p\ q\ r, p\j q\^ j\ ; l'axe des z 
de ce trièdre (T') est normal à l'origine à une surface (S') applicable 
sur (S). D'ailleurs, les équations (i), qui déterminent ^ et / en fonction 
de w, p, w, peuvent se mettre sous la forme suivante 

(/>' sin/ — q' cos/)Ç=: ii^dost -hrî sin/ -*- ;t- )* 

P cos / -h ^' sin / =1 — £ ( r -h — j j 
(p\ sin/ — 7', cos^)Ç--= l'u, cosf -f- yîi sin^ "*" x;)' 

p\ cos/-h<7j sm^ = — i( /'iH- -p^ ]> 

ce qui met en évidence le théorème de M. Darboux. 



Fac. de T. — VIII B.2 



SUR LES 



CONGRUENCES FORMÉES D'AXES OPTIQUES 



ET SUR LES 



SURFACES A COURBURE TOTALE CONSTANTE, 

PAR M. E. COSSERAT, 

Chargé d'un Cours complémentaire à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



M. Darboux a été amené, dans ses recherches sur le théorème de Mahis 
et Dupin, à considérer les systèmes dCaxes optiques d'une surface. A chaque 
point M d'une surface correspondent quatre axes optiques : ce sont les axes 
des cylindres de révolution qui coupent le plan tangent en M à la surface 
considérée suivant l'indicatrice relative à ce point. Les congruences engen- 
drées par les systèmes d'axes optiques d'une surface ne sont évidemment 
pas quelconques et leur étude mérite d'être traitée à part; nous nous atta- 
cherons ici à un certain nombre de propositions qui nous ont été inspirées 
par la lecture des Leçons de M. Darboux. 

Le théorème énoncé à la page 286 du Tome II conduit à se demander si 
la congruence déterminée par un des systèmes d'axes optiques d'une sur- 
face (S) peut être formée de normales à une même surface ou encore si ses 
développables peuvent découper sur (S) un système conjugué. 

Rapportons (S) à ses lignes de courbure et adjoignons à chaque point 
de (2) le trièdre (T) habituel, en sorte que nous pourrons appliquer les 
formules du Tableau V des Leçons de M. Darboux. 

Considérons l'un des deux axes optiques situés dans le plan des xz\ ses 

équations seront 

y=zo, j:cosy — 2siny = 0, 

l'auxiliaire y satisfaisant à l'équation 

cos«y=-j^. 
Fac, de T.— VIII. G. I 
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La con(]ition 

puur ({uci la conprucnce considoréo soit formée de normales à une surface, 
s<» iiirt facilement sous la forme suivante 

(lonl rint(*r[)rétation jcéon)élri<jUi' (»sl immédiate. 

La condition trouvée est la même, conime on devait s'y attendre, pour 
les dru\ a\'<*s o[)ti<|ues situés <lans lo plan des xz. 

La (ondition n*lalive aux deux axes optiques situés dans le plan des yz 
rsl de menu; 

ou 

On jM-ul, par suitt*, énoncer la proposition suivante : 

*S/ toutrs 1rs rftn^rurFicrs ronstiturrs par 1rs a.rrs optiques il^unt* sur- 
ffirr (^ ) sont fornirrs dr uovinafrs ù tirs surfarrSy crftr surfacf* (S) rsi 
à courhurr tolair ronstnntr^ rt rrripntqtirtnrnt, 

Il<»pi'enons l(»s écpiations d'un <lrs di'ux a\<»s opti<|ues situés dans le i)lan 
d<îs xz\ les dév(»loppal)l(*s de la con^ruenci» qu'il détermine découpent (2) 
suivant un système conjuj^ué, si Ton a 

Cette condition se transforme immédiatemenl; on trouve encore 



dv 



o. 



Il en résulte, en particulier, le ihéorènn» suivant : 

5/ 1rs dci^rloppablrs dr chacune (1rs cou^rururrs constituées par Ufs 
axes optiques d'une surface (2) la découpent suii'ant un système con- 
jugué, cette surface (S) est à courburr totale constante j et réciproque- 
ment. 

Les propositions que nous venons dVMionc<»r caractérisent les surfaces à 
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courbure totale constante; on peut trouver également une propriété carac- 
téristique des quadriques. 

M. Darboux remarque que dans le cas d'une quadrique les axes optiques 
de la surface sont les génératrices rectilignes des quadriques homofocales 
à la proposée; d'où il résulte que les congruences formées par les axes 
optiques sont, dans ce cas, des congruences isotropes; je dis qu'inver- 
sement on peut énoncer le théorème suivant : 

Si rune des congruences déterminées par les axes optiques d'une 
surface (S) est isotrope ^ les autres sont également isotropes et la sur- 
face (S) est une quadrique. 

En eflet, les conditions pour que la congruence déterminée par l'un des 
deux axes optiques situés dans le plan des xz soit isotrope sont 

C •—• -— A /'i si n y cos v = o, 

ou ' ' 



A cosy ^ -h Crsiny = o. 



Ces conditions se transforment aisément dans les suivantes 



^ / R \ d^ /R/\ _ 



ce qui, en vertu du théorème bien connu de O. Bonnet, établit la propo- 
sition. 



THÉORIE GÉNÉRALE 



DES 



SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

LINÉAIRES ET HOMOGÈNES, 
PAR L. SAUVAGE, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Marseille. 



INTRODUCTION. 

L'étude de Téquation diffërenlielle linéaire et homogène d'ordre n 

a précédé celle des systèmes de la forme 

dvi 

(A) -^ — any^-\-.,.-\-ainyn* 

Mais, dans les lignes générales, les deux études sont parallèles, et même l'équa- 
tion d'ordre n doit être rattachée à un cas particulier du système (A). 

Nous entreprenons ici l'exposition des théories générales concernant le sys- 
tème (A), du moins de celles que l'on peut considérer aujourd'hui comme défini- 
tives. Nous avons mis en relief la théorie des diviseurs élémentaires; elle est, en 
quelque sorte, l'instrument qui nous sert dans presque toutes les questions pour 
tirer du calcul, d'une manière à la fois simple et complète, tout ce qu'il peut 
donner dans les théories qui nous occupent. 

Voici l'ordre que nous avons suivi : 

Chapitre I. — On démontre d'abord que, si les coefficients a du système 

(B) x-^ = aixyx-\-,,,-^-ai„yn (i = i, a, . . ., /?) 

sont holomorphes dans le domaine de l'origine, on peut intégrer ce système par 
Fac. de T. — VIII. I 
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les séries. J'ai démontré la convergence de ces séries dans ]esAnnalesde l'Ecole 
Normale, en 1886. 

Chaque groupe de séries ^1 , . ..■.ya 1"" satisfait au syslùme (B), et plus parti- 
culièrement au système (A), est appelé une solution du système. 

Toute la théorie de M. Fuchs {J. de Crelle, t. 66, et J. Tannery, Thèse) sur 
l'équation générale de la forme (1) est applicable aux systèmes (A)ou (B). Nous 
voyons d'abord la définition des éléments d'une solution au delà du cercle de 
convergence des séries, puis la distinction des systèmes de solutions eu fonda- 
mentaux et non fondamentaux. Soient^,/, . . ., _j'n( (i ^ 1, a, . . ..n) n solu- 
tions, le déterminant 

est différent de zéro ou nul identiquement, suivant que te système de solu- 
tions est fondamental ou non. La démonstration que l'on donne de ce théorème 
s'applique aux solutions définies avec la signification la plus générale. 

En suivant pas à pas la théorie de M. Fuchs, on démontre la proposition de 
Liouville 

D = Ce^'Sa,.).**, 

et, comme corollaire, on prouve l'existence dt;s systèmes fondamentaux; on 
montre la transformation d'un système fondamental dans un autre; on donne 
l'expression de ta solution générale du système (A) au moyen des éléments d'un 
système fondamental. 

On voit ensuite comment la connaissance d'une solution permet de réduire te 
nombre des équations (A) d'une unité. Les conséquences intéressantes de ce 
calcul sont mises en lumière. Nous avons ajouté, ce qui nous paraît nouveau, la 
comparaison des deux méthodes de simptincation de l'équation (1), lorsque l'on 
traite directement cette équation comme l'a fait M. Fuchs, ou lorsqu'on la con- 
sidère comme procédant d'un cas particulier du système (A). 

En résumé, le premier Chapitre contient les principes essentiels de la théorie 
des systèmes (A), et, comme cas particulier, ceux de ta ttiéoric de l'équation (1). 

CiiAriTHE II. — En i8j8, M. Weicrstrass publia un premier Mémoire sur les 
formes quadratiques. Dix ans après, le même illustre géomètre publia, en appa- 
rence, la suite de ta théorie commencée, mais, en réalité, je ta les fondements d'une 
théorie nouvelle d'une portée plus générale que celle des formes quadratiqn*» , 
Le Chapitre II est entièrement consacré à l'exposition des idées de M. Weicr- 
strass, sous le titre de Théorie des diviseurs élémentaires. 

Mais la théorie de ces diviseurs n'est pas établie sans difficulté dans le Mémuins 
de 1868. D'un autre côté, MM. Darboux et Jordan reprenaient en France Vi\ 
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des formes quadratiques et bilinéaires (Journalde Mathématiques pures, 1874)- 
Nous avons pris la méthode parfaite de M. Darboux, et nous l'avons appliquée 
aux formes bilinéaires dans deux Mémoires successifs (*). 

Le Chapitre II renferme seulement les principes nécessaires et suffisants pour 
Tétude des équations (A). 

Des tentatives d'application de la théorie des diviseurs élémentaires aux s^'s- 
tèmes différentiels ont été faites par divers auteurs. Nous croyons qu'aucun n'a 
fait une application aussi générale et aussi systématique que celle que nous 
présentons dans les Chapitres suivants. 

Soit 



P^n\-^ q^n\ '•' P^nn-^ q^ 



nn 



= [P,Q1 



un déterminant du degré n en p et q. Soit /u l'exposant d'un diviseur linéaire 
ap -{- bq dans les mineurs d'ordre w de [P, Q], ces mineurs étant considérés 
comme des polynômes en/? et q, l'expression 

(ap -h bqY^-fia+t 

est un diviseur élémentaire du déterminant [P, Q]. 

Le théorème général auquel nous parvenons est le suivant : 

Pour qu'une même substitution double de la /orme 

y'i = C/i j^i -h . . . H- Cinyit, 

Xi = C\ix\ H-. . .-f- C/,/a?J,, 
ramène à la fois les formes 

Q = "Laijxiyj 
aux deux formes 

r = X^y^ H- ... -h x^y ^^ 
():==I,a'tjx)yj, 

il faut et il suffit que les déterminants des deux formes 

Q — wP, Q'— wP' 

aient mêmes diviseurs élémentaires en (o. 

En outre, et cette remarque est des plus importantes, il existe une forme 

(>) Annales de V École Normale supérieure, 1 891 et 1893. 
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(canonique des expressions V et Ç^' pour lesquelles le déterminant Q' — taV* a 
une forme des plus simples. Nous utilisons celle forme dans nos ihéorics sur 
les équations (A). 

Chapitre Ili. — On tniuve tluns ce Ctiapilre l'eitensimi aux ayslfmes (A) «le 
la théorie des points singuliers de l'équation (i) donni^e par M. Fucba en i8(ît), 
et qui procède d^ailleurs, comme id«^e première, des tiiéorics de Puiseux sur les 
fonctions algébriques. Nous avons démontré, au moyen de la théorie des divi- 
seurs élémentaires, l'existence d'un système fondamental de solutions particu- 
lières jouissant de propriétés spéciales. Nous avons aussi donné le procédé pra- 
tique de M. Fuchs pour rechercher ces solutions si importantes. 

Le litre du Chapitre III esl Des points singuliers. C'est, en effet, dans ce 
Chapitre que le caractère de ces points est complètement déterminé par le mode 
d'existence des solutions dans leurs domaines, et par le râle que jouent les 
points dans la reconstruction des équations difTérenlieiles (A). 

Nous avons repris, sous la forme d'un système (A), la belle théorie de M. ïan- 
nery sur les équations (i) dont les intégrales sont les racines d'une même équa- 
tion algébrique. Nous avons achevé complètement la question. 

Chavitrb IV. — Comme conséquence de la théorie précédente, la forme des 
éléments des solutions d'un système (A) peut être déterminée d'une manière gé- 
nérale pour le domaine d'un point ordinaire, ou singulier quelconque. 

Mais on insiste d'une manière particulière sur les systèmes dits réguliers ou 
canoniques de la forme (B), dont on s'est occupé dès le premier Chapitre. 

Les éléments de toutes leurs solutions sont composés linéairement avec des 
expressions de la forme 

rfiii soni injinies d'ordre Jinl pour x = o, et qu'on appelle des expressions 
régulières, après M. Thomè (J. de Crelle, l. 74 et suivants). 

Le ca/fu/ COMPLET de l'intégration des systèmes canoniques a iHi' donné 
par M. Horn (/l/alkemalisclie Annalen, XXXIX Ud). Nous cxjiosons celle belle 
théorie qui repose encore sur la théorie des diviseurs élémentaires. 

Le germe du principe employé par M. Horn est déjù dans les tiaïaux de 
M. Frobenius (/. de Crelle, t. 74 et suivants). On le trouve presque complète- 
ment développé dans un remarquable travail de M. CrùnTeld (A'. Ak. Mien, 
.888). 

Ne manquons pas de faire observer que tout le Chapitre IV établit la dilTérc 
essentielle entre le cas particulier du système (A) qui conduit à l'équatii 
le cas général. 
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Cbapitbg V. — Nous espérons avoir résolu l'imporlante ijucsùoii suivante : 
Quels sont tous les systèmes réguliers? Nous avons montré que tous ces sys- 
tèmes peuvent se ramener par des substitutions simples à des systèmes cano- 
niques. 

Chapitse VI. — Les théories exposées dans ce Chapitre et relatives aux sjs- 
Icmes à coefficients simplement ou doublement périoditjues ont été d'abord 
dt^veloppées par M. Floquet pour le cas d'une équation de la forme (i) {Annales 
rie l'École Normale, 1 883 et 1884). Nous étendons facilement les théorèmes de 
M. Floquet au système {A), en nous senanl toujours de la féconde théorie 
des dii'iseurs élémentaires. 

Nous avons ajouté à la théorie gt-nérale quelques belles pages de M. PichmI 
{J. de Crelle, Bd. 90) sur un système à coefficients doublement périodiques. 

Chapitre VII. — Nous avons mis ici à contribution M. Léo Kœnigsberger 
(Lehrbuch der Théorie der Dijferentialgleichungen, Leipzig, G. Teubner, 
1889). Ayant à étudier les systèmes homogènes, mais réductibles aux systèmes 
linéaires, nous avons surtout développé la réduction des équations différentielles 
algébriques à des équations du premier ordre. 

Enfin, dans ce même Chapitre, nous montrons que la théorie générale de 
M. Fuchs, si belle qu'elle soii, n'empêche pas le developpemeul, mais au con- 
traire vient à l'aide de théories parallèles, plus utiles à divers points de vue par- 
ticuliers. Ainsi, nous donnons la magnifique théorie de M. Darboux sur l'inlé- 
gralion des systèmes (A) par les intégrales des systèmes (Comptes rendus, 1 880). 
Cette question nous a amené à dire quelques mots de la Théorie, si connue au- 
jourd'hui, de M. Appell sur les fonctions invariantes cl les invariants des sys- 
tèmes (A). 

Il ne nous a pas paru enfin inutile d'ajouter quelques notes élémentaires sur 
la théorie des déterminants. 

Obser'.-a lions. — Les théories générales étudiées dans les divers Chapitres 
servent en quelque sorte d'iulroducLion à la grande question des systèmes (A) à 
solutions algébriques. On sait déjà que le nombre des points singuliers est li- 
mité, que, pour chaque domaine, les éléments dos solutions doivent être régu- 
liers et sans logarithmes. On pourra se rendre rouipte facilement du degré d'a- 
vancement de cette question en relisant les remarquables Mémoires de M. Goursal 
|i)r la Théorie des équations dilTérentielIcs linéaires. 



L. SAUVAGE. 



CHAPITRE I. 

PRINCIPES GÉNÉRAUX. 



1. Le sysLùme d'dquations 



est dit un système d'équations différentielles linéaires et homogènes à une 
variable indépendante xetàn inconnues y\ , y^, . . ., ya lorsque les coefficients 
a,,, a, a, ...,a„a sont des fonctions analytiques de la variable x. Nous étudieron.-i 
d'abord les systèmes de cette forme auxquels on peut ramener les systèmes de 
forme plus générale, comme on le verra par la suite (Chapitre Vil), 
Nous représenterons aussi un système de la forme (A) par la notation 

'A') ^^any, + ...^a,ny. (. = .,^,1 n). 

OU par la notation 

(A-) S =2°'^-^^ ('"./" = '.> «)■ 

2. Supposonsque lescocfficientsa aient une définition analytique dans une ré- 
gion du plan à contour simple, que nous appellerons T, etqui peutallerà l'infini. 

Nous sujiposerons que ces coeflîcicnts soient uniformes dans la région (ou que 
l'on ait ramené l'étude de ces coefficients à celle de fonctions uniformes). Nous 
admettrons, en outre, que ces coelïicienls soient continuai en tous les points de la 
région T, sauf en certains points. Ces points particuliers, isolés les uns des 
autres et généralement en nombre fini, seront appelés les points singuliers des 
fonctions a. 

La variable x ayant d'abord une valeur x^ dite initiale et représentée par un 
point dans le plan des x, on suppose que cette variable décrive un chemin quel- 
conque allant du point X„ à un autre point quelconque de la région T. Di 
eondilions, il s'agit d'abord de déterminer si, au moyen des équations(A), on pi-ut 
définir n fonctions analytiques yi, yi, ■ •■, ya ayant chacune une valeur bien 
déterminée pour chaque point du chemin décrit par la variables. C'est le premier 
problème que nous aurons à traiter. 
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Pour répondre à cette question, nous allons montrer qu'on peut généralement 
intégrer le système (A) par les séries. 

3. Pour éviter plus loin (Chapitre IV) des répétitions, considérons de suite le 
système 

(i) (x — a)-£^ =«/iri-+---H-«//ir/» (f = 1,2, /i) 

et supposons que les fonctions a/i, . .., ai„ soient holomorphes dans un certain 
domaine du point x =: a. Pour simplifier l'écriture nous poserons ^ = a -+- :r', 
de sorte que les fonctions a/i , . . . , a/„ seront holomorphes dans un certain domaine 
de l'origine j?'= o. 

Nous écrirons simplement les équations précédentes sous la forme (B) de l'in- 
troduction, c'est-à-dire sous la forme 

(2) ^ -j^ =anyi-h...-h ain^n (e= I, 2, .. ., /î). 

Les fonctions a/y seront développables en séries uniformément convergentes 
dans le domaine considéré et de la forme 

(3) fl/y = a/y-f- a:a/y-t-a?*a/y-h. . . . 

L'origine sera un point ordinaire ou un point singulier suivant que tous les 
coefficients constants a^j seront nuls ou non. 

Nous allons montrer qu'on peut satisfaire au système (2) au moyen de n fonc- 
tions qu'on peut mettre sous la forme 

(4) yi= a?'*(<py-+-a?<pj-f-. . .-H a:*<pf -h...) = x'*<p/, 

les séries y/ entre parenthèses étant uniformément convergentes dans un certain 
domaine de l'origine. 

Nous introduirons les valeurs (4) des y dans les équations (2), en tenant compte 
des équations, (3) et nous égalerons dans les deux membres les coefficients des 
mêmes puissances de x. Nous remarquerons d'abord que l'équation 

entraîne la suivante 



X 



^=^'(^S^'-f)- 



Ensuite nous observerons que les équations (2) deviennent après division par j:'' 
(5) ^~Sx^ «ii?i-H...-l-(a//— r)<p/-h...H-a/„<p„ (i = i, 2, 3, . . ., n). 



8 
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L'idcntificalion fournira d^abord les équations 



i6) 






«îî?î 



(aj,-r)^î-i-... 






«Si?î 



«S«^? 



-+-W«-'-)?S = 



o, 
o, 

• 1 

o. 



Celles-ci entraînent la condition 



(7) 



F(r) = 



«îi-'- 



ti 






11 



a 



ni 



a 



m 



"i 



1/1 



^U-r 



— o. 



Nous voyons d^abord que le nombre r ne pourra être que Tune des racines de 

Téquation algébrique de degré n 

F(r) = o. 

Si tous les coefficients a® sont nuls on prendra r = o et de plus dans les équa- 
tions (6) les inconnues cpj, '^J, ..., ç" pourront prendre des valeurs arbitraires. 

Soient Ti, /'a, ..., Fn les racines de l'équation F(r) = o rangées de manière 
qu'aucune des quantités r^ — r^ — i , . . ., r„ — Ti — i ne soit nulle ou égale à un 
nombre entier positif. Cette condition sera remplie si les parties réelles ne vont 
pas en croissant quand on passe de la racine ri à Tune quelconque des autres. La 
quantité /*! -i-k, quelle que soit la valeur du nombre Ar entier et positif, n'annulera 
jamais F(r). 

Nous prendrons r = rt et nous écrirons seulement /• au lieu de r^. 

L'identification conduit maintenant à une infinité de systèmes successifs d'équa- 
tions de la forme 



Afi 



(8) 






«?, ft 



(a«-r)<pKH...^-a»,<p* 



«'. fi 



*-i 



« '/ ?/ 



*-i 



a 



m 



?« 



4r-l 



(*^l,2,3,...,/l). 



<?î 



«fi?S 



-H.. . 



<91 



<rn i 



Ce système d'équations est du premier degré par rapport aux coefficients f*, 
fî» • • •' ?* ^' permet de les déterminer en fonction des coefficients <f dont l'indice 
supérieur est moindre. En effet, le déterminant des coefficients des inconnues est 



a^., — r — k 



11 



**ll 



«Jt 



«1 



a 



11 



k 

^^^ tx • • • 



«î/, 



**iii 



a 



«1 



««» — '• 



-;t 



= F(rH-A:). 
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Ce délerminanl ne pouvant élrc annulé par aucune valeur du nombre entier et 
positif A*, on pourra déterminer de proche en proche les coefficients des séries ^. 

Dans le cas où tous les coefficients a^f^ sont nuls et 011, par suite, /* est nul, les 
quantités «>y, cpj, . . ., o,^ resteront arbitraires, et tous les coefficients (fj s'exprime- 
ront finalement en fonctions linéaires et homogènes des /^ arbitraires ^J, oj, ..., o"^. 
En conséquence les valeurs de yt, j'a, . . ., y» se présenleront sous la forme 

v/ = o? -h a* C? î H- J'2 'i ? -H . . . , 
•/• ti •/ il 

et comme on pourra former n groupes de valeurs 

dont le déterminant soit différent de zéro, on en conclut qu'on pourra former 
n groupes de valeurs correspondantes 



— — m _i 'rot. -4— -J»! a ? 



■ • 



et entre les n^ éléments j^/y, on ne pourra pas établir de relations simultanées et 
identiques de la forme 

OU de la forme 

Cl^'ly-^CJ^Jy-+-...-+- C„7„y = (y = i, 9., . .., /o 

à coefficients C| , C2, . . ., C„ constants. 

4. Démontrons que les séries rf obtenues dans le numéro précédent sont uni- 
formément convergentes dans un certain domaine de l'origine. 

Appelons p le rayon d'un cercle ayant pour centre l'origine et dans lequel les 
séries a/y soient toutes convergentes, même aux points situés sur la circonférence. 
On pourra prendre ce nombre p assez petit pour que le module |«?/jp^ d'un 
terme quelconque aj^y^ri* des séries a soit aussi petit que l'on voudra, pourvu qu'on 
laisse de côté les premiers termes ajj pour lesquels on a |jl = o. 

Posons 

— G/ = a;, ?{'- * -H . . . -4- a^^;, o J ( f = I , a, . . . , « ), 

de sorte que les équations (8) s'écriront 

aOj<p{-+-...-+-(aJ, — r — A)o4-f-...-r-a?„oJ= G,- (t = i, 2, . . ., /i). 

Tirons de ces équations la valeur de Tune quelconque des inconnues '^J, nous 

aurons 

F(r-^A')9*=AiG,-i-...-i-A,,G«, 

Fac, de T, — VIIL 2 
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A,, A2, . . ., A„ représenlant, au signe près, des déterminants mineurs du premier 
ordre du déterminant F(r -f- k). 
On peut écrire cette équation 

F(,.^X-)o}p*=A,G,o*-^...-^A;,G„p*. 
Or nous aurons 

^1? — "iiP'Ti r . ••• "mP'T'» r 



-r- <?^oî -^...-i-«rf;,?*'.?î. 



Un terme quelconque de cette somme est delà forme 

et |JL est au moins égal à i. 

Appelons aj^ et '|y~^ les modules de av^ et de (py^^^p*"!*. Le module de G/p* 
sera inférieur à la somme 

r i = I, a, 3, .. ., /i, 

^afy^'J-»^ où < y = i,2,3,...,/i, 

( jx = 1,2, 3, ..., A-. 

Mais pour une valeur donnée de p et pour [x > o, les modules a|ly ont une valeur 
maximum a. De plus, pour les valeurs de [x de 1 a Ar, l'une des quantités tj^*~l* est 
plus grande que les autres. Désignons-la par i(. Le nombre des termes de la somme 
élant AiA*, le module de la somme G/p* sera inférieur à /lAra»];. 

Appelons maintenant 0{, o^, . . ., tin les modules des déterminants A|, A2. .. ., A/^, 
le module de la somme 

A,Gip*-^...-+- A«G«p^ 

sera inférieur à 

A- n a-i^ ( 81 H- j -h . . . -4- ô„ ). 

Soit aussi 3 le module de F(r+ k) on aura pour le module 4/^ de ^*p* 

^ /A'O, Xo, kln\ 

\ / 

A 5/ . A A/ 
iMais — <- est le module de la fraction =r; ;-> et le deerré en k du numérateur 

est au plus égal au degré du dénominateur. On peut donc prendre k assez grand 
pour que, à partir de cette valeur de A' et pour toutes les valeurs de A: plus grandes, 
le module de la fraction diffère de sa limite //d'une quantité e, aussi petite qu'on 



■• 
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voudra, et que ce module s^approche constamment de salimiie quand k augmente 
indéfiniment. 

On aura alors pour cette valeur de k 

Soit L la plus grande valeur de la parenthèse obtenue en prenant tous les e 
positifs; on aura 

Cela posé, on peut prendre p assez petit pour que /laL soit un nombre plus 
petit que l'unité. En effet, on peut prendre p assez petit pour que a soit rendu 
aussi petit que l'on voudra. On aura donc, pour cette valeur de p, et pour toute 
valeur plus petite, 

p étant un nombre plus grand que l'unité. 

Si ensuite on remplace k par A: -h i , A* -i- 2, . . ., on ne pourra pas augmenter la 

valeur de L et, par suite, celle de holL ou de — • On aura donc 

'^x+A< - (A-'= 1,2, .. .; 30). 

Il résulte de là que les modules des termes des séries (p seront, à partir d'un 
certain rang, moindres qu'un nombre déterminé pour toute valeur de x dont le 
module sera au plus égal à p. Les séries o seront donc uniformément convergentes 
à rinlérieur du cercle de rajon p ayant son ceotre à Forigine. 

S. Nous ne retiendrons pour le moment que la conclusion suivante du théorème 
que nous venons de démontrer. 

Si les coefficients a/y du système d'équations diflcrentielles linéaires et homo- 
gènes 

(A) -£^ =2«/7r/y (/,y = i,2, ...,n) 

sont des fonctions holomorphes dans un domaine du point x=^a (c'est-à-dire 
dans un cercle d'un rayon suffisamment petit ayant son centre au point x=^a), 
la variation continue du point x z=z a à un point quelconque x situé dans ce 
domaine à une distance suffisamment petite du point ^ = a détermine n fonc- 
tions^!, j^25 '"lyn holomorphes dans ce domaine 3, et pouvant prendre au 
point x=. a des valeurs '^J, ©J, . . ., cp,^ complètement arbitraires. 



• • • 



.••. 



• • • - » 
• • •• 



• • • I 



• • • • 



• _• • • 



• • ••• 
•• • 



• 
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Ces n fonctions ^'i, j'2> • • » y'n forment ce que nous appellerons une solution 
(lu système (A). 

6. La définition d'une solution peut être étendue au delà du domaine considéré. 

En effet, dans le domaine o du point x=^a^ faisons varier x depuis x = a 
jusqu'à un point x = b situé dans ce domaine. Les n fonctions y i, j^2j '"^yn 
ayant d'abord les valeurs '^^, cpj, .. ., '^\ arriveront au point b à des valeurs géné- 
ralement différentes ('^î/, ..., ('^^J'. Déterminons un domaine du pointa: =:i, au 
moyen d'un cercle d'un certain rayon ayant son centre en ce poinl, et de telle 
manière que les théorèmes précédents soient applicables de nouveau; on fera 
passer x du point x = b au point x = c situé dans le second domaine, mais non 
nécessairement dans le premier. En ce point c on répétera ce que l'on a fait pour 
le point 6, etc., et, par suite : 

Si les fonctions aij sont uniformes dans une partie du plan limitée par un 
contour simple, ou mente dans tout le plan, et continues en tous les points de 
cette région sauf en des points isolés, la variation continue deXy d^un point 
X =. a à un point quelconque de la même région, sur un chemin quelconque 
situé dans la région et ne passant par aucun point singulier, déterminera 
n fonctions y \^ y i,^ . . .,^^, uniformes dans toute région du plan cjui ne con- 
tient aucun point singulier et continues en tous les points du chemin. Ces 
fonctions satisferont au système dW*quations (A) et pourront prendre au 
point X = a des valeurs cpj, . . . , cpJJ arbitrairement choisies. 

C'est à l'ensemble de n fonctions ainsi définies j)Our la région ï que nous don- 
nerons dorénavant le nom de solution. 

7. On appelle système de solutions l'ensemble de n solutions définies pour les 
mêmes variations de x. Les solutions d'un système ne diffèrent donc que par les 
valeurs initiales de leurs éléments. 



Soit D le déterminant 



y M J'22 • • • y ni 

• •• ••• •■• ••• 

J'in yi't • • ' J^'/in 



«" L>'/y| 



des éléments d'un système de solutions représentées par les n groupes de fonc- 
tions 

yij^ '"j ynj (y =1, 2, ..., w). 

Nous dirons que le système c^i fondamental si le déterminant D n'est pas iden- 
tiquement nul. 



SYSTÈMES d'équations DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. 



l3 



Les systèmes fondamenlaux étant d^unc importance capitale dans nos théories, 
nous démontrerons d'abord qu'il existe des systèmes fondamentaux de solutions. 
Nous savons déjà qu'il en existe, quand on se borne à un domaine suirisamment 
petit du point x -=• a dans lequel les coefficients a-ij sont holomorphes (§ 3). 

8. Démontrons d'abord le théorème suivant : 

Le déterminant D d'an système de solutions quelconques satisfait à la 
relation 

^/ log D = (an -f- ajî -+-... -f- «/!/,) é/j*. 



On a 



Or 



^^'^S^^ÛÏ^-^' 



dp 

dx 



i=.n 



=1 



liii 



yu 



dyn ^, 1 

I 



y m 



dyn 



d-JT 



y n n 



Mais on a en général 



On a donc 



^-^. 



dx 



= «/l^lH-. ..-^«//ï7/i 



y M 



dx 



yn\ 



• •• #•• ••«• ••• 



dytn 



y m 



y\\ ..• <ï/i jii-r-- -.-^ ^i/i^/ii ... y,i\ ; 

• «• ••« ••«•■••••«••••••«••■ ••• ••• — - Ce I / 1-' I 



<^i\y\n'^"'-^ainynn -•- ynn\ 



On a, par suite, 



d'où 



c'est-à-dire enfin 



•J- = («11-+-«2J-H. 



.-+- rt/l/l)l>. 



1 dD 



t = n 



1 «L' _ "V 



I =-1 



c/l 



^gE)= (2^/vj 



6^«F. 



9. Si l'on intègre l'équation précédente, on pourra mettre le déterminant D sous 
la forme 

C étant une constante. 
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De là des conséqueuces remarquables. Si Ton se donne des valeurs initiales 
<les n^ fonctions y, telles que le dëterminanl D ne soit pas nul, la constante C ne 
sera pas nulle, et le déterminant D restera différent de zéro tant que la variable 
n^atteindra pas un point singulier du plan des x; or, nous avons écarté les points 
singuliers dans la définition des fonctions y. Donc, il existe une infinité de 
systèmes fondamentaux de solutions. 

10. Toute solution du système d^équations (A) peut s^obtenir par des com- 
binaisons linéaires et homogènes à coefficients constants des éléments d'un sys- 
tème fondamental de solutions. 

En cfTet, soit un système quelconque de solutions 

Xijy .>'«>» • • • » .>'«> (y = I » 2, ... , /l ). 

Posons 

Y/~ (^'O'ii-^ Ciy,i-h...-^(:„jyùi (e = i, 2, . . ., /i), 

C|, C2? • • •> C/i étant des constantes arbitraires; il est facile de vérifier que les 
fonctions Y constituent une solution du système (A). 

Toute solution du système (A) peut, réciproquement, se mettre sous la forme 
précédente, pourvu que le système de solutions d^oii Ton part soit fondamental. 

Kn effet, soit 

nue solution quelconque du système d'équations (A). Cherchons à déterminer 
dos fonctions C| , C2, • . ., C«, X, telles que Ton ait 

Gir/i-+- ^-«7'»-^ •••-^^>'/««+i= " (* = '»^» --M '«)• 

On prendra X arbitrairement et Ton aura à résoudre un système à n incon- 
nues C|, (^a, . . . , C„. Ce système est du premier degré; le déterminant des coef- 
licients des inconnues est diB*érent de zéro si le système de solutions j^/y est fon- 
damental. 

Les inconnues C|, C2, . . . , ^/i seront donc des fonctions déterminées de X. 

h*, dis que les rapports -^ se réduisent tous à des constantes. En eff^et, en déri- 
vant les équation s précédentes, on a 

Eliminons -^^- au moyen des équations du .système proposé. 
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Nous aurons 

= Ci(a/,y,|H-...-+-a/„^«i)-+-Gj(a/ij^ii-f-...-+-rti«>'«î) 



Nous aurons donc en même lemps les deux systèmes d'équations 

dC\ cfk . . . 

Ces deux équations déterminent les mêmes valeurs proportionnelles des in- 
connues, en prenant pour inconnues d'une part Ci, Ca, • . ., Cji, X et, d'autre 
part, dCt^ e/Ca, . . . , dCn et éA; il faut donc que Ton ait 

dCi _ dCi ___ _ dCa _ d}s 
ou encore 

ou enfin 

-y- = consU 

Si donc on prend X égal à — i, on aura les relations 
<9) J'/,/i+i = Ci7/i -+-... -t-Crt^'irt (/= 1,2, — m), 

linéaires, homogènes et à coefficients constants qu'il s'agissait d'obtenir. 

11. La démonstration du théorème précédent entraîne les corollaires sui- 
vants : 

a. Si un système de solutions n'est pas fondamental^ il existe entre ses 
éléments des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la 
forme 

p. Entre les éléments de (n-^ i) solutions du système (A) // existe toujours 
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un système de relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la 
forme 

<'ijii-^-...+ C„»,.iV„-n = o (i = t,a, ...,ft -1- I). 

12. Si Von substitue aux éléments d'un système fondamental de solutions 
d'outrés éléments déterminés par les relations linéaires à coefficients con- 
stants 

ya = CjO-n+---+<-JnJ-<n (ij = ,,■,,..., n), 

on obtient un nouveau système fondamental à condition que le déterminant 
des constantes de la substitution sait différent de zéro. 

Kn effet, soient P le délerminanl des fonctions Y, Q celui des fondions y, 
\\ celui des constanles, on a identiquement 

P = QR. 

Or Q et R sont, par hypothèse, différents de zt^ro et, par suite, P est difFérent 
de zéro, et les fonctions Y forment un svstème fondamental. 

13. Substituons à des éléments d'un syslême fondamental d'autres éléments 
déterminés par les relations à coefficients constants 

Yfti= Cii^A, -(-...-t- Cmx/ig 

pour toutes les valeurs de A de i k n et pour toutes les valeurs de ^ de i à ^. 

Nous aurons le Tableau 

V,, ... Y„, 



Les éléments de ce Tableau forment encore un système fondamental de solu- 
tions si le déicrraînant de constantes \cgg\ de la substitution est différent de 
zéro. En effet, le déterminant des constantes peut s'écrire 



et la question est ramenée à la précédente. 
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ol retranchons la première équation dos .« - i suivantes. En conservant les n — -^ 
(lerniùres é(|uations (i i), nous obtientirons un svstème de la forme 

(17) */-' - A/jCj — ...— XinZn (I = i, 3 w >• 

auquel il faudra joindre Téquation 

tfJ' 

On a on outre los relations 

utt tLr Ni 

• ^U A.^. <..^ a. - ;.;ji ^ <'.. s,u <;ji - ». i je.. 



Supposons que n«)us avons ohtonu une solution ^^3, !Jj 1J„ du svslônio ^1 7 >• 

Nous pourrons tiror //i do rôi|uati«>n iiS) on olVooluant une quadrature. Soîl (^ 
une intéji:ralo de rt*(|ualion ^iS». Nous aurions 

[ »'*) * 

et nous ou diuluirons la soluliiui 

du SNslônio \^A\ 

N »us soinuios dvïuo ramonôs à la ro^oluliou du ^^slôulo^l-^ do môino forme 
i|u»» t A \ mais où lo !U>mbro dos t"onoîi/»u> inoounuo-^ est iliminuo d*uno unité. 

\o. htant *(*tnnê un <vstttnr ^\»n(i*tnu'/ff(ii t/r siilufions du xrx/<''//io \ i"\ A' 
^\s(i'mr tir Sf^iN(t'*^ns r,,rrcs/»itn'/ftni «/,\ t''f/(nitô*ns \ A^ rsf »/(/>.</ f*>ni!ft- 
mcnfd/. 
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Eli eflet, soit A le déterminnnt des solutions 

iij. iu ^Nj U' ^-^ •>. .... /') 

du système d'équations (17). Supposons A différent de zéro el, par suite, le sys- 
lème des solutions considérées fondamental. 

L'équation (18) donne, pour chaque solution Çoy, . . ., kttj des équations (17), 
une fonction Qy, et Ton peut former un svstrme de solutions des équations (A). 
Les éléments de ce système forment le Tableau 

Wl, //j, .... Ug. i), .... o, 

wiQi» "î(?2i^-Qi)j — ".v(;.<s-^ Qi)' ?.«-n.4» •••' 5/1. «^ 

Je dis que ce système est fondamental. En effet, s'il ne Tétait pas, on pourrait 
établir entre ses éléments des relations à coefficients constants de la forme 

on aurait d'abord 

Ci^i -f- C2;/iQi-+-. . .H- C„MiQ,,_ , = o, 

ou, puisque f/| n'est pas nul. 
On aurait ensuite 

ou, en tenant compte de la relation précédente, et en divisant par ///i (|ui nesl 
pas nul, on aurait 

On aurait enfin 

Ces deux derniers groupes de relations ne peuvent exister que si le système 
de solutions des équations (1 7) n'est pas fondamental, ce qui est contraire à Tliy- 
pothèse. 

16. Nous avons maintenant l'indication d'une marche à suivre pour former 
un système fondamental de solutions d(»s équations (A). 

Soit une solution iti, //o, ...-• fht du système (A). Formons un premier système 
auxiliaire d'équations ne renfermant que // 1 inconnues. 



Soit une solulion i -. i* t 4r f.r -irtr-si*. Aï zdoi^d d^ ceue sc-lsîj»ta. 

passons à un dciiiirru'' *\*l«rrijf: i'j\}lWiT^ 'i^-^uèûotir ûe r^DfMinaal ^»« m — i 
inconnues; au mo\en d*uD<r ^■A^i'.\n •:«:'.<: no^j'ifr^u T-rfi^oi^. f^a^çoa* «ie ■p îji i . 
à un syslèmc ne renferio<int -yi^ n — i iac^aai*^*- *-t ccrotîoaoos ain«i ja««qv*« -î^ 
f|uo nous arrivions à un d^roif-r «-«^irixie r^^'iait i ud^* ^ale équatioo retifersKfci: 
une seule inconnue. Soil 

cette é((uation. Kile lionn^ra. p4r tiof- quadrature. 

où (^ est une conslanir arLilraire. 

(^ctle Naleur de ci*, nVunl pa? idenliquemenl oullr. f'jrmc' â elle seule on s>i<i- 
Irnic fondamental du dernier «%^lênie auiiliaîre Elle fouroira^ après aoe inlr^ 
^ration, une nouvelle solulion de ra\ant-«Jernier s\>lrme auxiliaire. On aura 
alors deux stdu lions de ce ^vslême. el elles forment un svslème foodameoCal. (_> 
système fondamental permettra ensuite de former, après deux quadralore^. deu\ 
solutions nouvelles du M^tême auxiliaire précédent. Avec la solulîoo déjà connue 
on aura trois solution* d^- ce *\*lême d'équations et ces solutions formeront un 
syslème fondamental , Kri r^-montant ainsi de proche en proche on obliendra fina- 
lement un svstême fonda rnent^kl de dilutions des équations i A). 

Le nombre total de- quadratures à eflecluer dans la suite du calcul est 

n» n — I > 
I '/-...— ' /i — 1 1 = - 

2 

17. Il existe une relation -impie entre les expressions des déterminants des sys- 
tèmes fondamentaui dan^ le% i^-ïl/'rnes d*équations t A) el '17). Soil D un déter- 
minant relatif au système ( \f et soit A un déterminant relatif au svstéme (1-*). 
Kn négligeant les facl4fur>i e'in«»lafili, qui ne sont pas nuls, puisque Det A doivent 
être diflercnls de zéro, on a 



Or on a, d*après le» équations Ikj) et (20;, 



. I flUft Uh 
^hh - f^hh— ■ -i- — «lA 7- (/# = 2, 3 S). 
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On en conclut 

(Ui Us\ ( I du^ I da^\ 

«I U\l \u% dx Us dx ; 

Mais, d'après la relation (i3), on a 



On a donc 



'tS 



U\ Us I dui 

ait h. . .-1- rt|.v -- — — rtiiH -7 - 

f/i wi Ml a-p 



\ M 1 «^ a j dx / 



On aura, par suite, 

d'où 

OU enfin 

D = A.i/|, ?<j, . . ., Us' 

18. Comme première conséquence, imaginons qu'on donne d'abord le déter- 
minant D et qu'on dirige le calcul de manière à obtenir le déterminant A. On 
voit que D et A ne pourront s'annuler l'un sans l'autre, car le produit //|, . . ., Us 
ne s'annulerait que si A était infini, c'est-à-dire si la variable x passait par un 
point singulier des coefficients A et, par suite, par un point singulier des coef- 
ficients a. On peut donc dire qu'à un déterminant D d'un système fondamental 
de solutions du système (A) on peut faire correspondre un déterminant A d'un 
système fondamental de solutions du système (17), et celte propriété peut évi- 
demment s'étendre aux systèmes d'équations auxiliaires successifs. 

19. Comme autre conséquence, on peut mettre le déterminant D sous la 
forme d'un produit de facteurs. 

En elTel, soient A,, Aj, . . . , A„_2 les déterminants des systèmes fondamentaux 
de solutions des équations auxiliaires successives. On a 

D = A f/i, ^2, . . . , «vi 
A =: AiP,, r,, . . ., Vf', 
•• 1 

A„_2=r W. 



2a L. SAUVAGE. 

Kii iiiiillipliani membre ù membre, on » 



^1). l/ëltide d'une étjiialioD lintiaire rt liomogi'ne d'ordre ti de lu forme 
d"y il"-^y rf"- 'v - i/r 



<• rmiK-uc à celle d'un système d'écjuaiions linéaires el LomDgèm 
l'osons, en circt, 



(X-i,i « — <f 



Nous obtiendrons It- système d'équations linéaires el boniiigèiie; 



a = ..,3 »>■ 



lléeij)ro<|ii( iiienl, le système (.lo) se ramène à rê<]iiiilion {-ty) i>ar les substitu- 



ai. (Considérons l'équation 



d" Y _ P\ d"~'y 



f[ -iipiioson- les eoeflieif'nts />, , />^, ...,{i„ liolom<>r|di<'> <l;ins le <)omaine de 
l'iri^iiie. On pcul. |>.ir une substitution im pen dillérenle de la jirérédente, ra- 
imiMT celte équation j)articulière i'i In f<»rme (:.,) iS :t). <',e calenl élanl impor- 
lanl liés maintenant, [iiisons 
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2'i 



Nous aurons (rahorJ 



- - — - ;/i 
ax X 



X 



et ensuite nous obtiendrons les deux équations 



dxk 



'fi-A-l 



tfa-ky 



d'où nous tirerons 

(« A' l) J-"-* -» h ^""^ -' V-; = —J-f— A 



</.Z* 



c/x 



— rfi~^-l 



-f- 1 — r 






ou encore 



dx X X 



Nous aurons donc le système dWjualions linéaires et liomo*jènes de la forme (>) 



X 



ffiti 



Ux 



(Vi) 



du't 
dx 



{ du, 
dx 



-- />,//, -T.. .-^ Pnfhiy 



— "i — ffi. 



— Iti 'J.ll:iy 



X — Un-i- in -- i)n„. 

dx 



22. Il est utile, pour la suite, do former Téqualion F(/')-^o de la forme (-) 
(§ 3), en supposant que Ton ait 



p = po^ p'f; ^. pii ,ri-^, . 



Cette équation a la forme 






nn 






/'ï 



I - r 



Pi 



o 

- - •> — /' 



rn 



o 



n 



»r 



I « 



«> 



o 



( ,/ — \) ~ r 



Ou remarquera que les mineurs du piemier ordre du déterminant (\\\v l'on 
\icnt d'écrire ne peuvent avoir d'aiilre/y///.v i^rdtui roninnin d/\'fsrtfr (\{io l'iinili''. 



A 



L. sauva(;k. 



lui efTcl, le mineur 



1 


- - 1 — /• 


<l 




o 


o 


I 


— -À — /• 




(> 


o 


o 


o 




— ( /* — Ji ) — r 


() 


f> 


o 




. 



esl égal à Punilé. 



Nous verrons plus lard les conséquences imporlanlrs de ce (ail (Chap. IV). 
î23. Revenons à ré(|ualion générale 



(•^7) 



d'iy d'^-^y 

dx^i ^' P^ 7ix^-^ -H . . . -r- pnXn , 



ipron peul ramener au sjslème 



(3o) 



1 



)ar les subslilulions 



(•28) 



( ^-9 ) 



f dx' ^ ^''^ 



d'^ ■ f^y _ 



y =yn 



(A = -2, J, , . ., /I). 



( A- = I, -2, . . ., /J — I), 



Le délerminanl d'un s^slème de solutions dusjslème d^Mpialions (3o) peul se 
mettre sous la forme 



(T)) 



D = 



^' d^' 



•^" d^ ' 



d'»-iyj 
dx'' » 


» 


dx'*"^' 



S'il est différent de zéro, les n fondions /i, J^a, • • • i J'u sonl linéairemenl in- 
dépendantes; car, s'il existait enlre elles une relation linéaire el homogène à coef- 
ficients constants de la forme 

<Mri -^ Ci^'i H- . . . -h Crt j^,i = o, 



la même relalion existerait entre les dérivées successives, c'est-à-dire enlre les 
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DÉFORMATION INFINITÉSIMALE 

D'UNE SURFACE FLEXIBLE ET INEXTENSIBLE 



< / / 



ET SIR 



LES CONGRUENCES DE DROITES, 

PAR M. E. COSSERAT, 

Chargé d'un Cours complémentaire à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



Le présent Mémoire est relatif, en grande partie, à des problèmes qui se 
ramènent aisément à celui, pose par M. Moutard, de la transformation par 
orthogonalité des éléments et qui, depuis quelques années, ont été étudiés 
surtout par MM. Bianchi, Darboux, Ribaucour et AVeingarten. Les indi- 
cations auxquelles s'est borné jusqu'à ce jour M. Darboux, soit dans son 
Mémoire sur la représentation spbérique des surfaces, soit dans la partie 
publiée de ses Leçons, font prévoir Timportance du sujet dans la recberche 
de toutes les surfaces applicables sur une surface donnée. Je me bornerai 
ici à l'exposition de résultats qui se rattachent surtout aux travaux de Ri- 
baucour et de M. Bianchi; je développerai, en particulier, les propositions 
que je n'ai fait qu'énoncer dans les Comptes rendus de r Académie des 
ScienceSj du 26 décembre 1892. 

La première Partie est consacrée, à peu près entièrement, au dévelop- 
pement de certains points du Chapitre XII du Mémoire sur la théorie gé- 
nérale des surfaces courbes de Ribaucour. La seconde traite du problème 
de la déformation infinitésimale d'une surface flexible et inextensible; la 
solution est basée sur l'emploi des formules (A) et (B) du Livre V des 
Leçons de M. Darboux; on remarquera que l'inconnue auxiliaire z, à la 
recherche de laquelle on peut ramener la question n'est pas autre chose que 
la Verchiebungsfunction ç de M. Weingarten; d'autre part, si l'on sup- 

Fac, de T, — VIII. K.I 
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pose que les courbes (w), (r) tracées sur la surface sont orthogonales, 
z^ devient Tinconnue Z de Ribaucour; il nous a semblé qu'il y avait intérêt 
à effectuer ce rapprochement et à montrer, en somme, Tidentité des solu- 
tions données par Ribaucour et par M. Weingarten. 

Je dois ajouter que j'emploierai constamment les notations et les résul- 
tats que Ton trouve dans les Leçons de M. Darboux; en particulier, les 
formules (A) e/(B) du Lwre V serviront de base à tout ce qui va suivre. 

I. — Formules relatives au passage d'une surface a uxe surface 

INFINIMENT VOISINE. RÉSULTATS DIVERS. 

1. Variations premières des courbures ^r^f et -i-^ "^ ir) ^^(^^d on 

passe d^une surface à une surface infiniment voisine. — (A) étant une 
surface quelcoiwjue, déterminons une surface (A'), infiniment voisine 
de (A), de la façon suivante : faisons correspondre k chaque système de 
valeurs «, v des paramétres qui fixent la position du point A sur (A) le 
triédre trireclaiif^le habituel (T) dont Taxe des :; est normal en A à (A) et 
construisons le point A' dont les coordonnées par rapport au triédre (T) 
sont £.r, ty^ tz (x, y, z étant des fonctions de « et de t? et e désignant une 
quantité infiniment petite indépendante de u et v). Le point A', qui se dé- 
duit ainsi du point A correspondant en imprimante ce dernier un dépla- 
cement infiniment petit dont les projections sur les axes de (T) sont ea:, 
lyj tZj décrit, lorsque w et t? varient, la surface (A'). 

Proposons-nous de trouver les variations premières des courbures jr-rp et 

o ( ÎT "^ ÎT ) lorsqu'on passe du point A de (A) au point A' de (A'). 

Les coefficients directeurs U, V, W, par rapport au triédre (T), de la 
normale en A' à (A') sont, en vertu des formules (B) des Leçons de 
M. Darboux, définis par les équations 

[?i + « (57 -^ •/' - - ^'-^) J U + [ri, + £ (^-£ ■+■ r, JT -/>,ij J V + e(^3^, +/>ij - ^i^-j W = o. 
Si l'on néglige les puissances de e supérieures à la première, on peut adop- 
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ter pour U, V, W les valeurs suivantes : 

Wr=l-H£K, 

en posant 



X, = 



_^'{^^py-'f')-'{^£-^^->'-'f-') 



^ftl — 'H^i 



K — ^ ^ — — - 

c'est-à-dire 
dz 

Les coordonnées d'un point P de la normale à (A') en A' sont alors don- 
nées par les formules 

(I) { Y^t(y-hlx,), 

Z—ÈZ H-/, 

en désignant par l^ le carré de la distance du point P au point A' et en né- 
gligeant toujours les puissances de £ supérieures à la première. 
Posons 

dx -> ôx . 

dy dy 

^-^rx-pz = ix, -^ ^r,x-p,z = ix^. 

Si nous considérons, d'une façon générale, la droite qui, rapportée au 
trièdre (T), est définie par les équations (i), où / est un paramètre variable 
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et £ une constante, cette droite engendre quand (T) varie une congruence; 
les valeurs de / correspondant aux points focaux sont déterminées par 
une équation qui peut, en négligeant les puissances de e supérieures à la 
première, se mettre sous la forme 

H-l qrn—pit,-hp:;i — qirï — e r- -^ 

Si Ton examine la suite des calculs que nous venons d'effectuer, on recon- 
naît immédiatement que la somme et le produit des racines de cette der- 
nière équation en j diffèrent respectivement de ît -+- |p et de r^^, des varia- 
tions premières 

Si donc nous remarquons que Ton a 

il vient les formules cherchées 

'/v v.>•^;5 ' — ^ . à{p^y^ — q^^^) d(py^'-qœ,) 



^(;in.-rî40^(i-*-ij7)— k(I-^A) 



^q\[^ — qi^\+P\^-~P'\ -^ 1 -^ 

2. Déformation infinitésimale de (A). Conséquence analytique du 
théorème de Gauss. — Considérons le cas particulier où, en négligeant les 
puissances de e supérieures à la première, (A') est applicable sur (A). Les 
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projections, sur les axes de (T), de Tare élémentaire de (A'), étant 

{r, -Jt-t\x)du -i-(TQiH-£fx, )^A', 

la variation première du ds^ de (A) sera 

Ecrivons qu'elle est nulle quels que soient rf«, dv et il vient le système 

?i>.i-+-ri,f/,~o, 

qu'on peut remplacer par le suivant 

Tn "" ^ TQi Cl 



Nous avons donc, dans le cas actuel, K = o, et il vient 

-(?tî,-r)?.)Oj^,=z j^^ j^, 

D'après le théorème de Gauss, la variation première de t^-^, doit être 
identiquement nulle. Cette remarque a été faite par Ribaucour(*) qui 
ajoute que la vérification de ce fait permet de réduire à une forme canonique 
le problème de la déformation infinitésimale. Nous avons cherché à effec- 
tuer cette vérification; exposons synthétiquement le résultat de cctle re- 
cherche. 

Introduisons l'inconnue auxiliaire -j, définie en posant 



1 ~-- V "■" T~ 

ri ^ TQi çi 



Le système qui détermine a:, y^ z se met sous la forme 
dx dx 

à Y V. dv 

Ou f- r, j^, II, 



(*) A. RiBAUCOUB, Mémoire sur la théorie générale des sur/aces courbes, n" 11 i, p. otO' 
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En vertu d'un calcul bien connu, qui consiste à écrire que les deux va- 
leurs de -T — T-; déduites du système précédent sont égales, ainsi que les deux 

valeurs de -^ > les inconnues x^ y, z sont déterminées par les équations 

, ày , àr 

r/-+- ^ -^ rx-- pz =0, ^i"^ ^ -h/'ijr — y5|5 =0, 

auxquelles il faut adjoindre les relations 

e/i' Ou ^* «9 / 1 ^ 

qui déterminent ^', y)', t^', ^'^, y]',, C, et l'inconnue auxiliaire z,. 

Celles des équations précédentes qui renferment les dérivées de z peuvent 
s'écrire, en remplaçant î^' et C, par leurs valeurs en fonction de z,, 

/ .fàz \ ( ôZi âzi\ A dzi vC^5,\ 

(/^'/.-'//>.)(;;,;+/^.7-7.-rj-/^.(t,.^-Y,-^j-V.(^t.^-4^j. 

d'où, en résolvant par rapport à — et -t^> 

âzi dzi 

Si Ton éffalc les deux valeurs de , ^' déduites de ces deux équations, on 
^ Ou Ov ^ 

a bien la vérification demandée. 
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Nous reviendrons au n"* 7 sur remploi de l'inconnue auxiliaire :?, dans le 
problème de la déformalion infinitésimale. 

3. Le problème de M. Christoffcl et les surfaces isothermiques. — Le 
problème de M. Chrisloffel est, comme on sait (*), relatif à la recherche 
des cas dans lesquels la correspondance par plans tangents parallèles entre 
deux surfaces (A), (A,) peut donner une représentation conforme ou un 
tracé géographique de Tune des surfaces sur Tautre. 

Le Tome II des Leçons de M. Darboux renferme une solution très élé- 
gante de la question; elle est basée sur l'introduction, comme variables 
indépendantes, des paramètres des deux familles conjuguées qui se corres- 
pondent sur les deux surfaces. On peut, en partant de la même idée pre- 
mière, parvenir à un assez grand nombre de résultats en raisonnant de la 
façon que je vais indiquer. 

Considérons les développables de la congruencc engendrée par AA, et 
écartons les solutions correspondant aux hypothèses particulières suivantes : 
1° les droites AA, sont parallèles à une même direction; 2® elles passent 
par un môme point; 3** les développables de la congruence engendrée 
parAA, se confondent; 4° ^^'s développables découpent (A) et (A,) sui- 
vant des lignes de longueur nulle. Ces solutions particulières, bien connues, 
étant écartées, remarquons que les développables envisagées découpent (A) 
et (A,) suivant les deux familles conjuguées qui se correspondent sur ces 
surfaces. D'autre part, donnons à AA^ un déplacement infiniment petit, de 
façon à lui faire décrire un élément de développable; le quotient des dé- 
placements respectifs du point A et du point A^ sera égal à 

FA 

en désignant par F le point focal qui correspond à la développable consi- 
dérée; le quotient considéré devant être le même, lorsqu'on considère 
successivement les deux développables ([ui passent par AA,, il en résulte 
que les points focaux F et F' de la droite AA^ doivent être conjugués har- 
moniques par rapport à A et A, (le cas où F et F' sont confondus est, en 
effet, écarté). D'ailleurs, les déplacemenls infiniment petits de AA, qui lui 
font décrire un élément de développable doivent être tels que l'angle des 



(*) Dabboux, Leçons sur la théorie gencrah: des surfaces^ l. II, p. 289. 
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dcplacemcnls de A soit égal à l'angle des déplacements de A,; comme ces 
angles sont manifestement supplémentaires l'un de l'autre, ils sont droits. 
Nous trouvons donc les conditions suivantes : 

Les points focaux de AA, doivent être conjugués harmoniques par 
rapport a A e/ A,; les développables de la congruence engendrée par 
A A, doivent découper (A) e/ (A,) suivant leurs lignes de courbure. 

Les conditions que nous venons de trouver sont, on le voit immédiate- 
» ment, nécessaires et suffisantes. D'ailleurs, en vertu d'un théorème de 
M. Kœnigs, la première condition, en vertu de la seconde, peut être rem- 
placée par la suivante : 

Les lignes de courbure de (A) et de (A,) doivent être isothermes. 

Nous allons maintenant rappeler et compléter la solution donnée par 
Uibaucour de la même question. 

I^lcartons le cas dans lequel les surfaces seraient des développables cir- 
conscrites au cercle de l'infini et rapportons (A) à ses lignes de courbure 
en lui adjoignant le tricdre (T) ou Xxyz habituel; ar, y^ z désignant les 
coordonnées de A, par rapporta ce tricdre, nous avons d'abord les rela- 
tions 

\ dz \ dz 

a— — r- , V — ,- > 

7 au ^ pi av 

qui expriment que la correspondance entre les points A, A, de (A) et (A,) 
est établie par plans tangents parallèles. 
Posons 

Le carré de l'élcment linéaire de (A,) a pour expression 

■^''•' + "^) ''"' +->.(^ --^\0du dv + (-, + OiA di'\ 
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et il faudra que Ton ait, en désignant par k une fonction de u et de p, 
Nous obtenons donc les trois relations suivantes 

\9 Pi) 

(cV'+P)-A-*C'=o, 

qui devront être vérifiées toutes les trois. 

Les différentes solutions de ce système de trois équations simultanées 
appartiennent à l'un des types suivants : 

^ Px P\ 7* 

2° ô = o, >v =: /JL = ih A ; 

3» = o, X=— |UL = d:A. 

Dans la première solution, (A) est une sphère ou une surface minima et 
(A,) est une surface minima. 

Dans la seconde solution, (A) et (A,) sont homothétiques. 

Il nous reste donc à examiner la dernière solution qui est caractérisée par 
les conditions 

= 0, X 4- f/ =:0. 

La première 6 = o exprime que les lignes de courbure de (A) et de (A|) ^6' 
correspondent. 

On peut donner de la seconde différentes interprétations géométriques. 

Les lignes de courbure se correspondant, Wdu et — CXdv sont les 
éléments de ces lignes tracées sur (A,) qui correspondent respectivement 
aux éléments Arfw, Crfi^de (A); par conséquent, si R, R' sont les rayons 
de courbure principaux de (A), R, et R', ceux de (A,) au point correspon- 
dant, la condition peut s'écrire 

u; ^ H' - ""• 

Fac. de T. - VlII. E.2 
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On peut encore considérer la congruence engendrée par la droite AA, ; 
si F, F' sont les points focaux situés sur AA,, on a 

\A, _ A A, _ 

AF ~' ' AF' ~ ' ^' 



et la condition s'écrit 



I I 2 



AF A F' AA, 



L'interprétation précédente peut se transformer, en vertu du théorème de 
M. Konnigs; c'est à quoi l'on arrive également par le calcul suivant qui ne 
constitue d'ailleurs, en somme, qu'une démonstration de ce théorème. 

Les inconnues x-,^, j, qui déterminent la surface (A,) dès que (A) est 
connue, sont définies par le système 

àv , ^,,. dv 

au Ov "^ 

ôz dz 

Ou ()v ^ ^ 

On sait (juc, si ce système admet une solution, il en admet une triple infi- 
nité qu'on obtient en i)renant les coordonnées d'un point fixe de l'espace 
par rapport à un trièdre mobile dont les axes sont constamment parallèles 
à ceux de (T); pour qu'il en soit ainsi, on a les conditions nécessaires et 
suffisantes 



c'esl-à-dire 



Ou 


— V » '^ ; ^ ' 1 


t>[(i-).)A) 


/ ^ \ /^ 


iW 


— (i -hl)Cr, 


ô\o^l 


oio^r:- 


Ou 


' Ou ' 


<)\0\rl 


à lo- V 



ôv â\' 



('es deux équations de condition déterminent X et, pour qu'elles soient 
coni[)atibles, il est clair qu'il faut et (ju'il suffit que la surface (A) soit iso- 
thermique. 

On peut déduire de ce qui précède une proposition relative à un système 
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de deux équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre. Intro- 
duisons = comme inconnue auxiliaire; nous aurons pour la déterminer 
deux équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre dont l;i 
considération nous donne la proposition suivante : 

A, C, /),, q étant di's fonctions qui satisfont aux équations de Codazzi 
relatives à une surface (A) rapportée à ses lignes de courbure, la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que tes deux équations linéaires aux 
dérivées partielles du second ordn- 



' q ùv ih, ' 



, du Ov ~ 



aient une solution commune est que la surface (A) soil isothermique. 
Si cette condition est vérifiée, les deux équations considérées admettront 
une solution commune dépendant de quatre constantes arbitraires. 

Remarquons que les coordonnées d'un point fixe de l'espace par rappori 
au Irièdre (T) satisfontaux équations qui définissent les Inconnues ,f,^, z\ 
le z d'un point fixe de l'espace par rapport au trièdre (T), c'est-à-dire la 
distance d'un point fixe au plan langent de (A), satisfait donc aux équa- 
tions précédentes en s ; introduisons comme nouvelle inconnue auxiliaire la 
dislance X, d'un point fixi- de l'espace au plan tangent de (A,) et l'on a la 
proposition suivante : 

A, C, /),, ç étant des fonctions qui satisfont aux équations de Codazzi 
relatives à une surface (A) rapportée à ses lignes de courbure, la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que les deux équations linéaires aux 
dérivées partielles du second ordre 



m 






dp, (K 

; du ai- 



aient une solution commune est que la surf ace (A) soil isothermique. 
Sicette condition est vérifiée, les deux équations considérées admettront 
une solution commune dépendant de quatre constantes arbitraires. 
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Remarquons que la seconde des équations en Ci que nous venons de for^ 
mer, n'est pas autre chose que l'équation à laquelle satisfait l'inconnue 
auxiliaires, du n" 2, lorsque la surface (A) est rapportée à ses lignes de 
courbure. Nous donnerons au n" 5 une interprétation géométrique de cette 
remarque à propos de la question des surfaces limites de Ribaucour. 

4. IjC problème de Bîbaucour. — Les considérations développées au 
commencement du numéro précédent n'auraient évidemment qu'un inléi-èl 
très secondaire si elles ne s'appliquaient qu'au prohlème de M. Cliristodel ; 
mais il suffit de leur apporter quelques modifications dans la forme pour 
parvenir à des résultats assez importants et relatifs à différents problèmes, 
parmi lesquels je me contenterai, pour le moment, de signaler le suivant, 
envisagé par Ribaucour : 

Considérons u/if correspondance établie entre deux surfaces (A), 
(A,) et telle qu'il existe une sphère tangente à ces surf aces respective- 
ment aux deux points A et A, qui se correspondent; quels sont les cas 
dans lesquels cette correspondance peut donner une représentation con- 
forme ou un tracé géographique de l'une des surfaces sur l'autre? 

Pour énoncer ce problème sous la forme même donnée par Ribaucour, 
on peut dire : 

Quelles sont les enveloppes de sphères telles qu'on puisse faire un 
tracé géographique, avec conservation des angles, de l'une des nappes 
de l'enveloppe sur l'autre {la correspondance étant établie entre les 
deux points de contact d'une même sphère)'! 

Les Leçons de M. Darboux nous fournissent une solution parlicuUère du 
problème; considérons des sphères dont le rayon a est constant et dont les 
centres décrivent une surface dont la courbure totale est constante et égale 

à — ,; les deux nappes de t'enveloppe de ces sphères sont des surfaces dont 
la courbure moyenne est égale à — et qui (Darboux, Leçons, I. M, p. 245) 
satisfont à la question. 

Les raisonnements faits au commencement du numéro précédent s'ap- 
pliquent ici sans modifications essentielles cl fournissent immédiatement 
des résultats intéressants. 

Laissons de côté les solutions qui correspondent aux liypolbèses parti- 
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culières suivantes : i" les droites AA, sont parallèles aune même direction; 
les sphères ont alors leurs centres dans un même plan; 2" les droites AA, 
passent par un même point; les sphères sont alors orthogonales à une même 
sphère; 3" les développables de la congruence engendrée par AA, sont 
confondues; 4" ces développables découpent (A) et(A,) suivant des lignes 
de longueur nulle. 

On arrive alors immédiatement aux conditions suivantes, nécessaires cl 
su fusantes : 

Les points focaux de AA, don-cnl être conjugués haitnonlifn'.i par 
rapport à A e/ A, ; les déi'etoppablcs de ta congruence engendrée par A A , 
doivent découper {K) et (A,) suivant des systèmes orthogonaux. 

Ces conditions se transforment en vertu d'un théorème de Ribaueour et 
l'on peut dire : 

Les points A et A, sont les centres dos sphères de rayon nul qui pas- 
sent par un cercle engendrant un système cyclique; les diheloppafiles 
de la congruence cyclique engendrée par AA, doivent découper les sur- 
faces (A) et (A,) suivant des systèmes orthogonaux. 

On voit, par ce premier point de vue auquel on peut se placer, riiiténM 
du problème posé par Ribaueour; la question mérite, évidemmenl, d'être 
traitée à part; nous nous contenterons donc de remarquer que l'existence 
de la solution particulière que nous avons puisée dans les Z,f'con.s de M. Dai- 
boux entraîne le théorème suivant qui est bien connu : 

Les normales d'une surface à courbure totale confiante forment un<- 
congruence ryclique. 

:i. Les surfaces limites de RiOaucour{'). — Etant donnée une surface, 
il est clair qu'on peut la déformer d'une infinité de manières sans altérer la 
longueur des éléments linéaires; mais, si Ton considère, par exemple, une 
portion de surface, on conçoit bien une limite à la déformation. Cette con- 
ception conduit naturellement à se poser des problèmes dont quelques-uns 
constitueraient une application înléressanle du calcul des variations. 

Parmi les différentes formes que peut prendre une surface, lorsqu'on la 
déforme sans altérer la longueur des éléments linéaires, on en conçoit une 
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qui osl, si Ton peut s'exprimer ainsi, la plus gonflée; on peut encore la dé- 
sifi^ner en disant que sa courbure est maximum, le mot courbure étant pris 
dans un sens général; en adoptant pour la courbure les différentes défini- 
lions qui ont été proposées, on serait conduit à des propositions correspon- 
dantes. 

Kibaucour a été ainsi amené à introduire la forme limite pour laquelle 
la courbure moyenne est maximum. Une condition nécessaire pour qu'une 
forme (A) soit limite est alors que la variation première 



a 



w^w) 



(|ue nous avons calculée au n** i, soit nulle pour toute surface infiniment 
voisine de (A) et applicable sur elle. 

Si donc nous nous reportons au n" 2, les valeurs de x^ y^ z tirées des 
équations 

doivent vérifier identiquement la relation 

<)v du 

Introduisons l'inconnue auxiliaire z, du n*' 2; elle devra satisfaire aux 
deux équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre 

-^. - ^ -+-(-/>Ji-+-/>,?-^Trî,4-7itî)^,=:o, 
c^i' au ~ ' 

où Vj r,, .r,, y^ sont déterminés en fonction de z, par les relations 

P^i — ^Pi 
(^i^i-'Pi'ni)^-i9d-Pi'^)-j^, 

P9i—9Pi ' 
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Si l'on rapporte (A) à ses lignes de courliure, les deux équations aux 
dérivées partielles précédonlos sont identiques aux deux équations vn t du 
n" 3; on peut donc énoncer la proposition suivante : 

I^;s surfais /imiles! de Rlbaucour sont des surfaces isollifniiujitcs. 
Nous pouvons épiileniciil énonci^r la proposition suivante qui généralise 
celle du n- 3: 

Ç, s,, ï), ïj,, /), y, p,, y, ètanl des fonctions qui satisfont auj: équu- 
fio/is(A) df M. Darhoux et qui se rapportent à une surface (A), la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que les deux équations linéaires au/- 
dérifées partielles en 3, qui viennent d'être écrites aient une solution 
i-ommunc est que la surface (A) soit isothermique. Si cetti- condition 
mt vérifiée, tes deux équations considérées adniettronf une solution 
commune dépendant de quatre constantes arbitraires. 

Cette dernière proposition n'est d'ailleurs, ainsi qu'on le voit en se re- 
portant au n" 12, qu'une traduction analytique de la suivante : 

Pour qu'une surf ace (A) soit isolhermique, il faut et il suffi l qu'il 
existe une congruence de lîibaucour admettant (A) pour surface 
moyenne et dont les développai/les découpent cette surface suivant ses 
lignes de courbure. 

On peut en donner également une autre interprétation géométrique, au 
moyen des surfaces associées de M. Bianclii, ainsi que nous le verrons 
iiu n" 15, 

II. — DKFOTlMATIU^ I>TIMTi:sniAI.E. ïiiÈOIilE DES (lOlTLES DE .SLHIACES ArPLICAULES 
TllASSFOnilATION PAR OIITIIOCONAIITÉ IlES ÉLÉMESTS. 



6. Les trois problèmes se ramènent à l'un d'eux. — (A) étant une 
surface quelconque, soit (A') une surface infiniment voisine dont chaque 
point A' se déduit du point A correspondant en imprimant à ce dernier un 
déplacement infiniment petit dont les projections sur trois axes rectangu- 
laires fixes sont e.V, eY', eZ', en désignant par e une quantité infiniment 
petite indépendante des paramètres qui fixent la position du point A sur (A) 
et par X', Y', Z' trois fonctions de ces mêmes paramèlres. 

La condition pour que In surface (A) soit applicable sur (A), en négli- 
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f^eanl les puissances de e supérieures à la première, est que Ton ait Tiden- 

tité 

^X dX' -h d\ d\' -hdZdZ' = o, 

en désignant par X, Y, Z les coordonnées du point A de (A). 

Le problème de la déformation infinitésimale est ainsi ramené à celui de 
la correspondance par orthogonalité des éléments. 

D'autre part, considérons deux surfaces (M,) et (M^) applicables Tune 
sur l'autre; rapportons ces surfaces à trois axes rectangulaires fixes; soient 
X,, Y,, Z, les coordonnées du point M, de (M,) et Xj, Yj, Z, les coor- 
données du point correspondant Ma de (M^); désignons également par X, 
Y, Z les coordonnées du milieu A de M, M.^. La relation identique 

^Xî -^ dY] -h dZ\ = d\l -h d\\ -i-dZl 

qui exprime que (1M|) et (Ma) sont applicables Tune sur l'autre, se trans- 
forme immédiatement dans la suivante 

(^/X,-4- ^X,)(^Xi'- d\,) -+- (dYi-^d\^){dY,-d\\) 4- {dZ,-^dZ,) {dZ,--dZ^) =o, 

c'est-à-dire dans la condition 

d\dX'-h d\ d\' -^ dl dT = o, 
en posant 

V' ^ï -^î \rf 'ï ^î ir ^1 — ^i 

A ^= ) I =: } ij ^= • 

2 '2 2 

(Jn peut résumer les considérations précédentes, qui sont connues de- 
puis bien longtemps, sous la forme suivante : 

Soil (A) la surface lieu du milieu A du segment MjMj qui joint les 
points correspondants M, et ^A.^ de deux surfaces applicables Vune sur 
l'autre; t désignant une quantité infiniment petite indépendante des 
paramètres qui fixent la position des points A, M,, M^, la surface (A') 
lieu de l'extrémité du segment AA', équipollent à eAM,, est applicable 
sur (A); la surface (a), lieu de l'extrémité du segment Oa^ équipollent 
à AM,, et dont l'origine est un point fixe O, correspond à (A) par or- 
thogonalité des éléments; la connaissance de (A) détermine^ inverse- 
ment, une déformation infinitésimale de (a), définie par le couple de 
surfaces applicables (M,) et (M3), M» étant le symétrique de M, par 
rapport à a ou de M2 par rapport à O. 
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7. Recherche des couples de surfaces applicables ^ en supposant con- 
nue la surface lieu des milieux des cordes qui joignent les points corres- 
pondants. — Rapportons la surface (A), lieu des milieux des cordes qui 
joignent les points correspondants M, et Mj, à un système (^/, r) au([uel 
nous associons le trièdre ordinaire de référence (T). Soient x^y^z les 
coordonnées de M, par rapport à ce trièdre; celles de M^ seront — x^ — Xi 
— z; les projections de Tare élémentaire, décrit par le point M^, suf les 
axes de (T), sont 

dy=(in -h ix)flit 4-(yîi-f-fx,)t/i', 



dz = (^^^ 4-/>j - f/jrj (tu -h ^^^ -^p,y - 7,.r j dv, 



en posant 



dy dy 

On a pour le point j\L, des formules qui se déduisent des précédentes en 
remplaçant a;, y^ z par — a;, — ^, — z. 

Pour que les surfaces (M^) et (Mg) soient applicables Tune sur l'autre, 
il faut que leurs ds^ soient identiques, c'est-à-dire ([ue Ton ait 

5X1 -\- ^,X -+- TO/^i -+- TOi ft =0. 

Nous retrouvons, ainsi qu'il fallait s'y attendre, d'après ce qui a été dit 
au numéro précédent, les équations déjà rencontrées au n^ 2, dans le pro- 
blème de la déformation infinitésimale. 

Introduisons l'inconnue auxiliaire z^ qui, ainsi que nous Fa vous vu, est 
définie par l'équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre 
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M—ptx-i-ptl'-qrii-^(f^r,)z\=zo, 
Fac. de T. — VIII. E.3 
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Si Ton pose 



m' 



Ç — TO^I» ^1 — ■'il^l 
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/i =:;5|, ^Ji — ;i^i 



» 



('/h-prn)-^^-(q'^-pr,)-^ (7içi -/',r„) ^ -(^,;-/>.t)) -^ 

'1 -^ 



r^ — , 



les inconnues x, y^ z seront définies par le système 

On " ^ Oy ' 

^ au c/i' 

ce qu'on peut énoncer de la façon suivante, en remarquant que $', yj', ^', $', , 
r/,, C, sont les translations d'un trièdre(T') dont les axes sont, à chaque 
instant, parallèles à ceux de (ï) : 

Lr.s' inconnues x, v, z sont les coordonnées d' un point fixe de l'espace 
par rapport au trièdre (T'). 

A l'égard de l'inconnue auxiliaire z^, il est bon de présenter quelques 
remarques. 

Si l'on suppose que le système (w, ç) tracé sur (A) est orthogonal, cette 
inconnue devient celle que Ribaucour désigne par la lettre Z (*). D'autre 
part, j, est identique à la fonction cp, introduite par M. Weingarten (*) 
dans la solution qu'il a donnée de la question que nous venons de traiter. 
C'est un point que l'on vérifie immédiatement en remarquant que Ton a 



**! V 



c^ri^ — r^c^x 



(^) A. HiBAUCoun, Mémoire sur ta théorie générale des surfaces courbes, p. a45. 
(*) J. Weingarten, Ueber die Deformationen einer biegsamen unausdehnbaren 
F lâche {Journal de C relie, t. 100). 
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Il en résulte, en effet, pour :;, la valeur suivante : 

au Oi' Ou âv du ai' 

Si — ï: ç, ) 

X, Y, Z et X', Y', Z' ayant la même signification qu'au numéro précédent. 
A chaque solution :r, de l'équation (2) ne correspond en réalité qu'un seul 
couple de surfaces applicables; car les inconnues x^ y^ z étant les coor- 
données d'un "point fixe de l'espace par rapport au trièdre (T'), il en ré- 
sulte que les différents couples qui correspondent à une même fonction z, 
se déduisent de l'un d'eux en imprimant aux éléments de ce dernier des 
translations parallèles, égales et de sens contraires. 

On peut dire encore, pour s'exprimer autrement, qu'à chaque solution z^ 
de l'équation (2) correspond une seule déformation infinitésimale de (A); 
nous dirons, d'après M. Blanchi, que z^ est la fonction cajactéristiqur 
de cette déformation. 

Ribaucour a énoncé (*) un certain nombre de propositions qui résultent 
bien aisément de ce qui précède. Nous allons les développer et les com- 
pléter. 

On vérifie immédiatement tout d'abord que : 

Les caractéristiques de l'équation en z, sont les asymptotiques de (A). 

Les équations (3) sont linéaires par rapport k x^y^z\ si l'on en connaît 
une solution {oc^y^ :?), on en déduira une nouvelle solution (//ix, my^ m z), 
en désignant par m une constante; si l'on en connaît deux solutions 
(x,yy z) et {x\y\ j'), on en déduira une nouvelle solution 

{mx -H m' x'j m y -h ni' y'j m z -H m' z')^ 

en désignant par m et m' deux constantes; nous pouvons, en conséquence, 
énoncer les propositions suivantes : 

Soient deux surfaces (M,) et (Ma) applicables Vune sur l'autre ; si A 
est le milieu de la droite M, M^ et si l'on porte de part et d'autre de A 
sur la droite AM ^ une longueur X^\\ =: X^W, proportionnelle à \^\ y:= \}A.^^ 



(*) A. Ribaucour, Notice sur ses travaux mathématiques, p. 11. 
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les surfaces (M,) et (M'a) lieux des points M', et M^ sont aussi applicables 
Vune sur Vautre. 

Soient deux couples (M^), (Mj) et (M',), (M^) de surfaces applicables 
Vune sur Vautre et symétriques par rapport à une même surface (A); 
les surfaces (M*) et (M*) lieux des points M' et M* qui divisent dans le 
même rapport constant les segments M ^ M'^ et M^ M!, sont aussi applicables 
Vune sur Vautre. 

Les projections de Tare élémentaire décrit par le point M,, sur les axes 
de (T), s'écrivent 

ô>'=:(yî — r\')du H-(rîi — r),)^r, 
àz — - C du — Ç; dv, 

d'où Ton déduit 

ox^'^ày^ — {\->rz\){?.du^-^i¥dud\^-\-ÇjdK>^). 
On a donc cette proposition : 

Quelle que soit la direction suivie sur (A)^ chacune des projections 
(égales) des éléments linéaires de (M^) et (M.^)sur le plan tangent enX 
à (A) est proportionnelle à l'élément correspondant de (A). 

Le rapport du carré d'une de ces projections au carré de l'élément li- 
néaire de (A) est égal à i -+- 2,, la fonction ^, étant l'inconnue auxiliaire 
introduite qui définit à elle seule le couple de surfaces applicables. 

8. Congruences formées par les parallèles M, m,, Ma/Wj menées par 
M| et Ma à la normale en A à (A). — Considérons la congruence formée 
par la parallèle M,/??, menée par M< à l'axe des z du trièdrc (T); définis- 
sons le plan tangent à une surface élémentaire de cette congruence en un 
point de M< m^ de cote 2 -f- z' par le coefficient angulaire tango de la trace 
de ce plan sur le plan des xy de (T); on a alors, en vertu des formules (B) 
des Leçons de M. Darboux, 

_ {ri — r\' — pz')du-\-{r\,'-r\\—p^z')dv 
^^ - (l--^^gz')du-^{l,-^,-^q,z')dv^ 

Les points focaux et plans focaux sont définis par le système 
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Considérons d'abord les points focaux F et F'; les valeurs de z' qui leur 
correspondent sont les racines de l'équation du second degré 

^-(?-r)(^.-^;)-(c:i-£;)(tî-r/)=o, 

c'est-à-dire de l'équation 

On a donc, en désignant par R, R' les rayons de courbure principaux 
de (A) en A, 

M,F4-M,F=:R-hR', 

La première de ces relations fournit le théorème suivant de Ribaucour : 

Si Von considère y pour chacune des parallèles M, m,, M^^a à la nor- 
male de (A) en A, le milieu des points focauœ y les deux points obtenus 
et le milieu des centres de courbure principaux de (A) relatifs au 
point A sont sur une même parallèle à M, Ma- 

Considérons maintenant les plans focaux; ils sont définis par l'équation 

n-n'-i^-^^') tang9 ^ -n^ - y^; - (g^ - 1\ ) tang 
p-4-<7lang9 />iH-7itang0 

c'est-à-dire par l'équation 

La condition pour que les plans focaux soient rectangulaires est 

(7^1 — 7i^ —Pil-^pl\)^\-=o. 

SiZ| est nul, le segment M,M.^ a une grandeur constante et une direction 
fixe. Si z^ n'est pas nul, la condition s'écrit 

R4-R'=o. 

On a donc la proposition suivante : 

Si Vune des congruences engendrées par M, m,, M^w^ est formée de 
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normales à une surface ^ il en est de même pour Vautre congruence; ou 
bien les deux surfaces (M,) et (M^) sont identiques et se déduisent 
Vunc de Vautre par une translation^ ou bien la surface {\) est minima. 

Inversement : 

Si la surface (A) est minima^ les congruences engendrées par M, m^ 
et Ma^j sont formées de normales à des surfaces et leurs surfaces 
moyennes sont respectivement (M,) e/ (M^). 

L'équation en tangO permet également d'établir le théorème suivant : 

Si la surf ace {A.) est une sphère y les congruences engendrées , par 
M^m, et Ma 7722 *^ont isotropes. 

Appliquons la formule donnant tangO au point M,; il suffit de faire 
:?'= o et il vient 

"^ *•' " ; t/// -+- ;i rA' 4- ( Ti'^// -+- Yî, ^<' ) ^, " 

Introduisons l'angle o) que fait avec l'axe Ax du trièdre (T) la tangente à 
l'arc élémentaire décrit par A et correspondant aux accroissements rfw, dv\ 
la formule précédente se transforme dans la suivante 

d'où résultent une nouvelle interprétation de z^ et la proposition suivante 
de Ribaucour : 

Si Von suit sur (A) deux directions rectangulaires, les plans menéa 
parallèlement à la normale de (A) en A et par les directions correspon- 
dantes sur les surfaces (M,) et (Mo) sont, pour chacune de ces surfaces, 
toujours rectangulaires. 

9. Cas oit la surface (A) est rapportée à ses asymptotiques. '■— Sup- 
posons que les lignes {u) et (p) soient les asymptotiques de (A) et soit 

ds^ — E dii" -j- '.? F du r/r -h G r/c' 

la formule définissant son élément linéaire. On sait que, si Ton pose 



A-— 



V HK' 
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on a (Darboux, Leçons^ l. III, p. 283, 284) 

et les équations de condition 

au Oi' ou 

ov au <J\' 

Les équations du problème sont encore les équations (3) où ^', r/, T, $',, 
y)',, r^ ont les valeurs suivantes : 

'^ "" A du' ^'~ A <^r' 

L'inconnue auxiliaire z, est définie par l'équation 

â^Zi âloQ^îc âzi âïo^^^nc ôzi 
OU Ov ov ou ou Ov 

qui a ses invariants égaux entre eux et à 



0' 



VI- 



ou ov 

Introduisons les éléments de la représentation sphérique ; l'équation en z, 
s'écrit 

d^z^ dXo^^Tc dzx d\o^\fk ôzx 



du ôv Oi* Ou Ou Ov 



-f-/-i=o- 



Elle admet comme solutions particulières les cosinus des angles que 
fait la normale à la surface (A) avec trois axes fixes rectangulaires. 
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10. Cas où la surface (A) est à courbure totale constante, — On re- 
marquera que la condition nécessaire et suffisante pour que les dérivées 
premières n'apparaissent pas dans Téquation en z, écrite au numéro pré- 
cédent est que k soit une constante. Plaçons-nous dans ce cas particulier; 
on sait que le carré de l'élément linéaire d'une surface à courbure totale 
constante rapportée à ses asymptotiques peut se mettre sous la forme 

ds'*^ -zz dii^ 4- ^r* -h 2 cos a du dv, 

et l'on a 



O^a 



- ÏTn/Snia, 



c'est-à-dire 



diidv~ UR 



= A* sina. 



au dv 



L'équation en z^ est ici 



- A* cosa.s,=:o. 



du ôv 



11. Cas oii la surface (A) est minima. — Supposons la surface 
minima (A) rapportée à ses asymptotiques et prenons pour axe des x du 
trièdre (T) la tangente à la courbe (^v). 

Une première solution du problème se déduit du n® 9 en y faisant 

Mais on peut, dans le cas actuel, résoudre la question autrement. 

Nous avons \u au n° 8 que, la surface (A) étant minima, les congruences 
engendrées par les droites M, m,, M^mj sont formées de normales à des 
surfaces; cette proposition résulte aussi de ce que, si (A) est minima, 
l'équation qui détermine z, est 

ôv du 

Introduisons l'inconnue auxiliaire z' définie en posant 



c'est-à-dire 



w àz' àz' 



du âu^ ôv dv 
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Cette inconnue sera définie par l'équation 



d /,dz'\ â /,0z'\ 



On pourrait aussi remarquer que, dans le cas actuel, on peut déterminer 
séparément x^ y par le système 

ôjc dv 

au -^ du 

On peut, par exemple, effectuer cette détermination de la manière sui- 
vante ; on a 

du ôv -^ ' 

Introduisons l'inconnue auxiliaire par les formules 

— ± ^ — _- 1 ^ 

~" tî, (^p' ^ ~ t du 

6 sera définie par l'équation 



dudi' I c^i' du Y), Ou ô\' 



o. 



12. Nouvelle interprétation de z^. Congruences de Ribaucour, — 
Introduisons, comme nous l'avons fait aux n°' 1 et 5, les auxiliaires .r, et 
y, définies en posant 






c'est-à-dire par les relations 

Construisons, pour chaque position du trièdre (T), le point Aa dont les 
coordonnées sont a;,, y,, >?,; la surface (Aj) lieu de A^ et la surface (A) se 
correspondent avec parallélisme des plans tangents. 

Menons par un point fixe O de l'espace un segment O a équipollcnt à AM^ 

rac. de T. - VIII. ^-4 
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et rapportons le point a à trois axes menés par O parallèlement à ceux de ( T ); 
les coordonnées de a par rapport à ces axes seront x^y^ z et les projec- 
tions de Tare élémentaire décrit par ce point sur les axes considérés ou sur 
les axes de (T) seront 

La normale à la surface (a), en a, a donc pour coefficients directeurs 
ou 

^iC^M-^iD, ^i«-rMr), (;t).-r4,)5;, 



ou encore 



•^i> yi» ^\ 



M. Bianchi a donné le nom de congruence de Bibaucour k toute con- 
gruencequi s'obtient de la façon suivante : étant données deux surfaces (A) 
et (a) qui se correspondent point par point et avec orthogonalité des élé- 
ments, on mène par chaque point de Tune d'elles, (A) par exemple, la pa- 
rallèle à la normale au point correspondant de l'autre; (a) est dite la sur- 
face génératrice de la congruence ; nous verrons que (A) en est la surface 
moyenne. 

Le résultat que nous venons d'obtenir peut s'énoncer de la façon suivante : 

Considérons le plan parallèle au plan tangent de (A) en A et situé à 
une distance z^ du point A, j, désignant une solution quelconque de 
l'équation aux dérivées partielles (2); soit A^ le point de contact de ce 
plan avec son enveloppe; la congruence des droites AA, est une con- 
gruence de Bibaucour dont (A) est la sur/ace moyenne et dont la surface 
génératrice est une sur/ace (a\ correspondant à (A) par orthogonalité 
des élémentSy et déterminée par la déformation infinitésimale dont z^ 
est la fonction caractéristique. 

Il nous est bien facile également d'établir les propriétés connues (') des 
congruences de Ribaucour. 

Considérons, en effet, le trièdre dont le sommet est a et dont les axes 



(*) A. Ribaucour, Étude des élassoîdes, p. 280. 
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sont parallèles à ceux dc(T); étudions la congrucnce formée par Taxe 
des z de ce trièdre; le plan tangent en un point de cote z à une surface élé- 
mentaire de la congruence sera défini par la formule 



T~i— > 



qui donne le coefficient angulaire tangO de la trace de ce plan sur le plan 
des xy. 

Écrivons que tangO est indépendant du rapport ^; il nous vient les 

équations suivantes, qui déterminent les points focaux et les plans focaux, 

lang0= — ^, — '^ = — p'- — ^^ . 
Les cotes des points focaux sont donc les racines de l'équation 

c'est-à-dire de l'équation 
en posant 



/- — 4 / pnx — q p\ _ . / L 

Donc 

La congrucnce de Ribaucour déterminée par la parallèle menée par a 
à la normale de (A) en A admet la sur/ace (a) pour sur/ace moyenne; 
les points focaux sont à des distances de a qui sont 

i '' -r 

Si nous nous reportons à la congrucnce de Ribaucour engendrée par la 
droite AAj et si nous remarquons que les plans tangents en A et A^ aux 
surfaces (A) et (Aj) sont parallèles, nous pouvons énoncer la proposition 
suivante, due à M. Guichard : 

Toute congrucnce de Ribaucour découpe^ par ses dé^doppablesy sa 
surface moyenne suivant un réseau conjugué. 
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Considérons maintenant les plans focaux; ils sont définis par l'équalion 

Donc : 

Les plans focaux de la congruence de Ribaucour dont (a) est la sur- 
face moyenne et dont (A) est la surface génératrice sont perpendicu- 
laires aux asymptotes de V indicatrice de (A) en A. 

11 en résulte que : 

Les dcieloppaldes de la congruence de Ribaucour dont (a) est la sur- 
face moyenne et dont (^ A) est la surface génératrice correspondent aux 
asymptotiques de (A). 

C'est ce que Ton peut, d'ailleurs, vérifier directement; si l'on écrit, en 
effet, que tangO est indépendant de j, il vient l'équation 

c (tu 4- Cl ^t' q du -^ qx ^*' 

Tj' du -\-n\dv p du -hpi dv 

qui définit l'image des développables de la congruence et qui n'est autre 
que l'équation 

ndu H- Yî, dv q du -+- 7, dv' 

^ du H- Ci d\' p du -\- pxdsf 

des asymptotiques de (A). 
On voit que : 

Toute congruence de Ribaucour admet pour représentation sphérique 
de ses développables celle des asymptotiques d^une surface. 

Cette propriété est caractéristique des congruences de Ribaucour et peut 
leur servir de définition. 

On remarquera que, si l'on effectue sur l'équation en z^ la transforma- 
lion 

l'équation qui définit p est, d'après le résultat obtenu dans le numéro actuel, 
celle à laquelle satisfait la demi-distance focale d'une congruence de Ribau- 
cour admettant pour représentation sphérique de ses développables celle 
des asymptotiques de (A). 
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Donc : 

Le problème de la déformation infinitésimale d^une surface (A) se 
ramène à la détermination des congruences de Ribaucour qui admet- 
tent pour représentation sphérique de leurs déieloppables celle des 
asymptotiques de (A). 

13. Transformation par ortkogonalité des éléments, — La proposi- 
tion que nous venons d'énoncer pourrait s'obtenir bien aisément par l'ap- 
plication des formules de M. Weingarten. On peut aussi, ainsi que je l'ai 
déjà indiqué dans un Mémoire inséré au Tome VII de ces Annales^ leur 
substituer les résultats que je vais rappeler. 

Oa désignant toujours le segment qui a pour origine un point fixe O et 
qui est équipollent au segment AM,, cherchons à déterminer directement 
les coordonnées a, [3, y du point a par rapport au trièdre (T) adjoint 
à (A); nous écrirons à cet effet que deux éléments Hnéaires correspondants 
de (A) et (a) sont toujours rectangulaires, c'est-à-dire que l'on a, quels 
que soient rfw, rfp, 

( Idu 4- l, dv) |(^^-H ^ -H 77 - /'Pj du-\-(l,-\--^^^q,y- /^j 6/rJ 
'\-(ndu -f- Yîi dv) ir\ H- -y'- 4- /a — /^y] du H- (yîi -h -y; -^ ^'i^— Pi'/j d^' = o. 

Nous obtenons ainsi les équations du problème 



+ ^(^i-^'^? -+-'•!« -/^ly) 



^'^''^ ''^^ JTi'^ '^ - /^7) = ^>' 



Ces équations sont satisfaites par les coordonnées, par rapport à (T), d'un 
point fixe de l'espace; si Xo, y^^ z^ sont les coordonnées de O par rapport 
à (T), et si nous prenons comme inconnues auxiliaires 
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nous retombons, conformément aux considérations du n® 6, sur les équa- 
tions du problème de la déformation infinitésimale. 

Nous sommes ainsi conduit à introduire l'inconnue auxiliaire z, du n® 7 ; 
posant 

a, [5, Y seront déterminés par le système 

r -+- ^^ -H 7 y - 'P = o, 5^ -I- _ 4- y, y _ r, (3 = o, 

Y) -4- -^ 4- /• a -/?•/ = G, Y) , -4- ^ 4- /-,«-/)» y = o, 

Quant à l'inconnue auxiliaire z^^ elle sera définie par l'équation (2). 

Ceci posé, si l'on suppose que le réseau (w, p) soit celui des asympto- 
tiques de (A), les équations du problème ne diffèrent pas de celles qui dé- 
terminent une congruence admettant pour représentation sphérique de ses 
développables celle des asymptotiques de (A); l'équation qui définit la 
demi-distance focale p se déduit de l'équation en z^ par la transformation 

14. Quelques cas particuliers. Cas ou (A) est une quadrigue, une 
sphèrcy une surface minima, — Les résultats des deux numéros précé- 
dents permettent, dans des cas particuliers, d'énoncer des propositions 
intéressantes relatives au problème de la déformation infinitésimale. 

Dans le cas où (A) est une quadrique, on retrouve immédiatement la 
solution donnée par M. Moutard; une surface (a), correspondant à (A) 
par orthogonalité des éléments, est, en effet, la surface moyenne d'une con- 
gruence de liibaucour dont (A) est la surface génératrice et dont les plans 
focaux sont, par conséquent, perpendiculaires aux génératrices rectilignes 
de (A). Les deux nappes de la surface focale de cette congruence de Ribau- 
cour sont donc des développables dont les cônes directeurs sont identiques 
au cône supplémentaire du cône asymptote de la quadrique (A). 
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Si la quadrîque (A) se réduit à une sphère, on a la proposition sui- 
vante ( * ) : 

Toute surface correspondant par orthogonalité des éléments à la 
sphère est la surface moyenne d'une congruence isotrope^ et récipro- 
quement. 

On peut encore dire (^) : 

Si les extrémités d'un segment de droite de longueur constante dé- 
crivent deux surfaces applicables l'une sur l'autre, la droite engendre 
une congruence isotrope, et réciproquement. 

Dans ce cas où (A) est une sphère, prenons comme plan des yz du 
trièdre (T) le plan qui passe par les points M, et M^; les coordonnées du 
point M, sont O, y, -s; on trouve immédiatement, en rapportant la sphère à 
un réseau orthogonal (w, v) tel que la courbe (p) soit tangente à Taxe des ./; 
du trièdre (T), 

Ou du 

ô\o^y (^logA 

Les fonctions A et C sont, suivant les notations de M. Darboux, celles qui 
interviennent dans le ds^ de la sphère ; le réseau coordonné est donc iso- 
métrique et il est clair que Ton peut toujours, en choisissant u et p, mettre 
le ds^ de la sphère sous une forme 

telle que l'on ait 

A chaque réseau isométrique tracé sur la sphère, nous faisons ainsi cor- 
respondre un couple de surfaces applicables; d'ailleurs, si Ton se reporte 
au n** 8, le théorème qui y est énoncé prend alors la forme suivante donnée 
par Ribaucour (') : 

Soit tracé, sur une sphère, un réseau isométrique arbitraire pour 



(*) A. RiBAUCOLRy Étude des élassoïdes, p. 63. 
(*) Ibid., p. 60. 
(») Ibid,, p. 33. 
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lequel le ds^ de la sphère ait pour expression 

portons sur les tangentes aux courbes de Vu ne des familles y à partir 
des points de contact, des segments égaux aux valeurs de X en ces points; 
par les extrémités des segments, menons des droites parallèles aux nor- 
males de la sphère; ces droites engendrent une congruence isotrope. 

Nous venons, en supposant que (A) est une sphère, d'examiner le seul 
cas où une congruence de Ribaucour est isotrope. 

(Considérons maintenant le cas où une congruence de Ribaucour est for- 
mée de normales à une surface; il résulte immédiatement des propositions 
des deux numéros précédents les suivantes (*) : 

Si une congruence de Ribaucour est formée de normales à une sur- 
face, elle admet pour surface génératrice une surface minima, et 
réciproquement, 

Les-surfaces dont les normales appartiennent à la congruence admets 
tent, pour représentation sphérique de leurs lignes de courbure, un sys^ 
tcme isotherme, et réciproquement. 

15. Surfaces associées de M. Dianchi. — M. Bianchi dit que deux 
surfaces (A) et (A,) sont associées (^) lorsqu'elles se correspondent point 
par point, avec parallélisme des plans tangents, de façon qu'aux asympto- 
tiques de la première correspondent sur la seconde des courbes formant un 
système conjugué (et alors, inversement, aux asymptotiques de la seconde 
correspondent sur la première des courbes formant un système conjugué). 

Remarquons tout d'abord que, si l'on considère une congruence de Ri- 
baucour admettant A pour surface génératrice, ses développables corres- 
pondent aux asymptotiques de (A) et aux courbes formant un système 
conjugué sur (A,); donc : 

Les asymptotiques de (A) et les courbes qui leur correspondent sur 
la surface associée (A,) ont, aux points correspondants des tangentes 



( ') A. RiBvrcouR, Etude des é/assoïdes, p. -ÏU, 

(*) L. BivNciii, SuIIe dcfonnazioni injinitcsime délie superficie Jlessibile ed inesten- 
dibile (Rendiconli délia /?. Accadeniia dei Lincei, 17 juillet 1892). 



DEFORMATIO:\ INFINITESIMALE D LXE SCRKACE FLEXIBLE ET ISEXTESSILLE. t-.OO 

parallèles, en comparant naturelicmenl les courbes qui ne se correspon- 
dent pas. 

On a vu au n" 9 que l'équalïon en s, admet comme solutions parlicuIÎL'res 
les cosinus des angles que fait la normale à la surface (A) avec trois axes 
Gxes rectangulaires; il résulte d'un théorème général de M. Darlioux sur 
les systèmes conjugués (Darboux, Leçons, t. I, p. 122) que In solution la 
plus générale de l'équation en s, sera donnée parla dislance d'un point fixe 
de l'espace au plan tangent d'une surface quelconque (A,) associée à (A); 
nous pouvons, en conséquence, énoncer le théorème suivant de M. Blnnclii : 

Dans un couple de surfaces associées (A) et (A,), la dislance d'un 
point fixe au plan tangent de l'une des surfaces est fonction caracté- 
ristique d'une déformation infinitésimale de l'autre. 

Considérons en njème temps que la surface (A,), associée à (A), et dont 
le plan tangent est mené, parallèlement k celui de (A), à une distance d'un 
point fixe O égale à s,, la surface (A^) du n" 12; les plans tangents aux 
surfaces (A) et (A,) en A et en Aj sont parallèles et leur distance est égale 
à 5,; les segments OA, et AA, sont équipollents; la droite AA, engendre 
une congruence de Ribaucour dont les développables découpent la surface 
moyenne (A) suivant un réseau conjugué à invariants égaux, conformé- 
ment k un théorème général de M. Kcenigs. Les plans tangents aux sur- 
faces (A), (A|), (Aj), aux points correspondants, étant parallèles, il en 
résulte, d'après un théorème bien connu (Dardûcx, Leçons, t. II, p. 235, 
230), que les développables des congruences engendrées par AA , et par A A j 
découpent (A) suivant le même réseau conjugué à invariants égaux, 

Nous pouvons ainsi compléter les résultais que j'ai établis ti la page Gi 
du Mémoire inséré au Tome Vil de ces Annales, et énunccr, en particulier, 
le théorème suivant (') : 

Pour que deux surfaces (A) et (A,), se correspondant point par point, 
avec parallélisme des plans tangents, soient associées, il faut et il sufiit 
que, si l'on considère la congruence des droites AA,, ses développables 
découpent {\) et (A,) suivant des réseaux conjugués à invariants égaux 



(') J'ai tfnoQcé, ponrla première fois, celte propositi 
rendiu de t' Académie des Sciente* du aG décembre 



i8aa. 



K Comptes 
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OU encore que les points focaux de AA, soient conjugués harmoniques 
par rapport à A et A , . 

Si Ton se reporte au n® 3, on voit que l'on a, en particulier, la proposi- 
tion suivante : 

Les sur/aces isothermiques y qui se correspondent dans le problème de 
M. Christoffely sont associées y en sorte qu^aux asymptotiques de Vune 
correspondent sur Vautre des courbes formant un système conjugué. 

16. Recherche des couples de surfaces applicablesy en supposant con- 
nue la surface enveloppe des plans menés perpendiculairement et en 
leurs milieux aux cordes qui joignent les points correspondants, — 
Nous nous proposons la recherche d'un couple de surfaces applicables (N,), 
(No) dont les points correspondants N,, N^ sont, à chaque instant, symé- 
triques par rapport aux plans tangents d'une surface donnée (A). 

x\y\ z' désignant les coordonnées du point N, par rapport au trièdre 
(T) que nous adjoignons à chaque point A de (A), les projections, sur les 
axes de (T), de l'arc élémentaire décrit par le point N, sont 

âz' dz' 

^^' ~\.{py' — <1^' ) du -\-{pxy' — qxx') dvl-^ —du -h -^^dw 

Les projections de l'arc élémentaire décrit par le point N^ se déduisent des 
précédentes en remplaçant z' par — z'. Les surfaces (N,) et (Nj) seront 
applicables l'une sur l'autre, si l'on a, quels que soient du et rfp, 

[( ^ "^ ^^ "" ''^^'') "^^ "^ ( ^» "^ ^ ~ ''*•>'') "^"^ (9du-^ g, dv) 
-^[iP7'—g^')du-{-{piy-qia:')dv](^, ^ du -}- ^ -^ dA=zo. 

Nous obtenons ainsi les trois équations suivantes qui définissent les in- 
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connues x'^y^z', 









Ces équations restent vérifiées si l'on remplace z' par az\ a étant une con- 
stante quelconque; il en résulte le théorème déjà énoncé au n*^ 7. 

Il nous est bien aisé de transformer le système précédent, en nous aidant 
des indications données par Ribaucour ('). Substituons, en effet, aux in- 
connues a?', y' les inconnues auxiliaires 



a:' y' 

Y—-fy j;. — _ ^ 



Le système définissant x^ y, z' est le suivant 



( t ùy \ / ^ àx \ 



Çi 



Il est linéaire par rapport à x, / et ^; il en résulte la proposition suivante : 

Soient deux couples (iN|), (Nj) ^/(N'j, (NI) répondant à laquestion; 
désignons par B, B' les points oit le plan tangent à (A) est rencontré 
par N, Nj et par N', N^ ; joignons N^ B' et N', B qui se coupent en N^ et 
NjB', N'^B qui se coupent en N^; les surfaces (N^), (NI) lieux de N^ et 



(*) A.. RiBAUCOi'R, Notice sur ses travaux mathématiques, p. jii; Etude des élassoïdes, 
p. 229. 
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fb: N^ Hont applicables l'une sur l'autre et. d'ailleurs, à chaque instant, 
les points N j et N^ sont symétriques par rapport au plan tangent de (A). 

Le système auquel nous venons de parvenir se met sous une forme bien 
simple: il suffit, en effet, de le comparer à celui que nous avons rencontré 
aux n'^ 2 et 7 pour être amené immédiatement à lui donner la forme sui- 
vante 

-,^^-^rx , ry ~. — -7 r, x — r" — 3T — ''iX 

Z ou Z ou Z Oi" Z Oi 

" "" P ~ -^ 7 "" Pi ~ — 7t 

OÙ j'introduis l'inconnue auxiliaire z égale à la valeur commune des rap- 
ports. 

X, y, Zj z' sont alors déterminées par le système suivant : 

ti ôx \ ôy 

z Ou ' ^ z au 

r,, ôx £, ÔY 

Nous avons là, aux notations près, les équations rencontrées aux n*^ 2 
et 7 dans le proMème de la déformation infinitésimale de (A) et nous pou- 
vons énoncer le théorème suivant : 

Désignons par x, y^ z, Zf un système de valeurs des inconnues intro- 
duiles aux n"^ 2 et 1 et constituant une solution du problème de la dé- 
formation in fin itésimale de (A; ; construisons, par rapport au trièdre (T) 

le point Ni dont les coordonnées sont ^9 — — > — ; ce point et son symé- 

Zx 5i Zx 

trique .N.,, par rapport au plan des xy du trièdre (T), décrivent deux 
surfaces applicables Vune sur Vautre. 

17. Propriétés relatiçcs aux doubles couples de surfaces applicables 
l'une sur l'autre. — j\ous avons, au numéro précédent, établi le théorème 
de Kibaucour qui permet de déduire d'un couple de surfaces applicables un 
autre couple intimement lié au premier. Ces deux couples jouissent de 
nombreuses propriétés dont quelques-unes ont été mises en évidence par 
Hibaucour (*). Nous allons développer un certain nombre d'entre elles. 



M) Étude des élassoïdcs, p. 2mj, § 187. 
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Les deux couples (Mi), (M2) ^^ (^ô^ (-^2) sont réciproques, conformé- 
ment au théorème suivant : 

Les sur/aces (A) ^/ (B), lieux des milieux A etli des cordes M, M^ ei 
NjNj sont les deux nappes de la sur/ace focale de la congruence des 
droites AB; les cordes M, Ma e/ N^ Nj sont parallèles respecti^^ement aux 
normales de (B) et de (A ) enM et A\ on a^ de plus, la relation 

(4) 4AB = MiM,xN,N,xsinV, 

V désignant l'angle des cordes M, Mo, N,No, c'est-à-dire l'angle des nor- 
males à (A) et (B) en A et B, ou encore l'angle des plans focaux relatifs 
àAB. 

Cette proposition est une conséquence immédiate des équations vérifiées 
par Xj y, Zj z,, ainsi que des formules 

x'=f-y y — —--y - = r' 

Zi Zi Zi 

qui déterminent les coordonnées x^ y', z' du point N,. 

Si l'on égard à ce fait que, pour chacune des surfaces (A) et (B), les 
asymptotiques sont les caractéristiques de Téquation aux dérivées partielles 
de laquelle nous avons fait dépendre le problème de la déformation infini- 
tésimale, la réciprocité que nous venons d'indiquer rend très vraisemblable 
le théorème suivant de Kibaucour : 

Les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes (A) 
et (B) de la sur/ace focale de la congruence des droites AB. 

On peut, avec M. Bianchi, énoncer cette proposition de la façon sui- 
vante : 

Considérons une déformation infinitésimale quelconque d'une sur- 
faceÇA) et par chaque point A de (A) menons, dans le plan tangent en 
ce point à cette surf ace, la droite perpendiculaire au déplacement que 
subit le point A dans la déformation; les droites ainsi construites for- 
ment une congruence telle que les asymptotiques se correspondent sur 
les deux nappes de la surface focale. 

On peut établir de bien des manières le théorème de Ribaucour; un pre- 
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inicr procédé consisterait à s'appuyer sur la proposition suivante énoncée, 
en partie, par M. Bianchi (*) : 

Pour que les asymploliques\se correspondent sur les deux nappes (A) 
et (Jà) de la surface focale de la congruence des droites AB, les points 
correspondants étant A et B, il faut et il suffit que le produit des quatre 
rayons de courbure principaux des deux nappes (A) <?/ (B) aux points 
A. etM soit égal à la quatrième puissance du quotient de la distance de 
ces deux points par le sinus de l'angle des plans focaux relatifs à AB. 

Cette proposition résulte immédiatement des formules que j'ai données 
aux pages 20 et 21 du Mémoire inséré au Tome VII de ces Annales; si 
Ton désigne par R,, R', les rayons de courbure principaux de (A) en A, 
par Ra, R^ les rayons de courbure principaux de (B) en B, et par V l'angle 
des plans focaux relatifs à AB, il suffira donc de vérifier la relation 

(5) ii.R'.a,R;=(^-^)'. 

pour avoir établi le théorème de Ribaucour. 

Je n'effectuerai pas cette vérification qui est facile et je m'attacherai sim- 
plement à la conséquence suivante : comparant les relations (4) et (.)), on 

en déduit 

M, M, N,\,\* 



r,u;r,h; = (^~* 



Supposons que les paramètres w, p soient ceux des asymptotiques de (A) 
et de (B) et ramenons chacune des équations en 5,, relatives a (A) et à (B), 
à la forme canonique 

par la transformation 

On peut alors énoncer la proposition suivante : 

IJ équation en X dont dépend le problème de la déformation infinité- 
simale de (Ji) se déduit de celle relati^^e « (A) par la transformation 
de M, Moutard. 



(*) Annali di Matematicat 9." série, t. XVIH, p. 35i8. 
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Cette proposition ne diffère pas de celle que M. Guichard (*) a rencon- 
trée dans ses recherches sur les congruences de droites pour lesquelles les 
lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface 
focale. 

Le théorème de Ribaucour peut être rattaché à un certain nombre de 
propositions relatives à la déformation infinitésimale et que nous allons 
maintenant développer. 

Conservant les notations déjà employées, nous désignerons par a l'extré- 
mité du segment Oa ayant pour origine le point O et équipoUent au seg- 
ment AM, et par M3 le symétrique de M^ par rapport au point a, ou encore 
le symétrique de M^ par rapport au point O. Soit également h l'extrémité 
du segment O h ayant pour origine le point O et équipoUent au segment BN, . 

Considérons la surface {h) lieu de h\ les projections sur les axes de (T), 
de l'arc élémentaire décrit par le point &, sont 

qz' du -H qxZ* d\\ 

— pz' du — p^z' dVy 

âz' âz' , 

Ou 0\' 

La normale en b ix(h) a donc comme coefficients directeurs 

àz' dz' ôz' âz' ^ 

-^P^ôTi-P-d-.' ^/•j;7-^7ÂJ' (/^Vi-W.)^^. 



ou encore 



ou enfin 



OZ\ uZ\ 0Z\ 0Z\ . . 

p-d^-p^irr 'i-d^-'i^irr (/^'/'-W')^" 



'^'1» y\9 *'i 



Si l'on se reporte aux n"* 12 et 15, on peut alors énoncer la proposition 
suivante : 

Les plans tangents aux surfaces (a) et (/>), aux points corres- 
pondants a et 6, sont parallèles ; la surface (t), qui est polaire réci- 
proque de (A|), par rapport à une sphère de centre O, est associée à (a) 
dans la déformation infinitésimale de (a), définie par le couple de sur- 
faces applicables (M,) et (M.,). 



(*) Comptes rendus des séances de l'Académie des ScienceSy t. CX, p. ia(>. 
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Tirons d'abord quelques conséquences de cette proposition, que les plans 
tangents aux surfaces (a) et (^), en a et &, sont parallèles. 

Si par le point a on mène la parallèle à 0&, en vertu d'un théorème 
connu que nous avons déjà appliqué au n" 15, cette parallèle détermine une 
congruence dont les développables découpent sur (a) un réseau conjugué 
et ce réseau correspondant à un réseau conjugué de (^) n'est autre que le 
réseau conjugué découpé par les développables de ah. Nous retrouvons 
donc le théorème de M. Guichard et nous pouvons énoncer le suivant : 

Les développables de la congruence engendrée par ab correspondent 
aux asymptotiques de la surface (A). 

Si l'on remarque qu'il y a réciprocité entre (A) et (B), il est clair que les 
développables de la congruence engendrée par ab correspondent aussi aux 
asymptotiques de (B); d'où résulte le théorème de Ribaucour : 

Les asymptotiques se correspondent sur les deux surfaces (A) et (B). 

Il résulte du théorème que nous avons énoncé au commencement de ce 
numéro qu'aux asymptotiques de (&) correspondent sur (a) des courbes 
formant un système conjugué; c'est un point que nous allons développer et 
qui est lié aux résultats élégants obtenus par M. Blanchi (*) à l'égard du 
problème de la déformation infinitésimale. Nous énoncerons, en effet, le 
théorème suivant : 

Considérons le réseau conjugué de (A) qui reste conjugué dans la dé- 
formation infinitésimale qui transforme (A) en (A'); il lui correspond: 
i" le réseau conjugué commun à (M^), (M^), (M3) et^ par conséquent y 
le réseau conjugué de (a) qui reste conjugué dans la déformation infi- 
nitésimale correspondante de (a) : 2** les asymptotiques de (b) et de (A,), 
conformément aux résultats de M. Bianchi; 3** un réseau conjugué à 
invariants égaux sur (B). 

La première partie de la proposition résulte immédiatement de ce que, si 
l'on rapporte les surfaces (M,) et (iVL.) à trois axes fixes rectangulaires, les 
coordonnées des points M, et M^ satisfont à une môme équation linéaire 
aux dérivées partielles du second ordre sans second membre. Il suffit d'éta- 



(M L. BivNciii, Salle deformazioni infinit esi nui délie super fi,cie Jlessihile ed inesten- 
dibile {Hendiconti délia H. Accademia dei Lincei, 17 juillet 1892). 
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blir la seconde partie à l'égard de l'une des surfaces (b) et (A,) puisque, 
ces surfaces étanl polaires réciproques par rapport à uue splic'ru de centre O, 
leurs asymptotiques se corrcspoudcnt. Or, l'équation des asymptoLi<pies 
do (A,) est 

pdu+ p tdv _ \àu ^ ' -^V \ t>>' ' -^ J 

qdu + Çi dv 



\du 



-psA du 4 



\d^' 



-/-.--i 



Cela résulte immédiatement de l'application des formules des Leçons de 
M. Darboux à un trièdre dont les axes sont parallèles à ceux de (T) et 
dont l'origine est en A,. 

On vérifie immédiatement queréqualiou précédeiile est identique à celle 
qui détermine les courbes se correspondant sur (A) et (a) et formant sur 
ces surfaces des systèmes conjugués. 

II résulte de ce qui précède que le problème de la déformation infinitési- 
male d'une surface (A) revient à la détermination des réseaux conjugués 
tracés sur cette surface et qui ont, soit leurs invariants égaux, soit une 
représentation sphérique identique à celle, considérée par M. Dinï, des 
asymptotiques d'une surface; on peut ajouter la remarque suivante, d'une 
vérification facile : 

Dès que l'un de ces réseaux conjugués est donné, la déformalion in- 
finitésimale correspondante de (A) se détermine au moyen de quadra- 
tures. 

18. Cas de deux surfaces applicables égales ou symétriques. — Nous 
avons supposé implicitement, dans ce qui précède, que les surfaces (A,), 
(Aj) n'étaient ni égales ni symétriques. 

Si ces surfaces sont symétriques, la surface (A) est un plan. 

Si elles sont égales, la surface (a) est un plan; la fonction caractéristique 
correspondante est de la forme le -^ nie' -^ ne" , en désignant par/, m, « 
trois constantes et par c, c', c" les cosinus des angles que fait la normale à 
la surface (A) avec trois axes fixes rectangulaires. On déduit de là une con- 
struction simple des congruences de Hibaucour dont la surface moyenne 
est un plan. 

19. Cas particulier du problème des couples de sur/aces applicables. 
La sur/ace (A) est applicable sur une surface de révolution. — Uibau- 

Fac. de T. — Mil. E.6 
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t>/fj ^fromrtrique bien connue. 

Ivr T^juation?- pi»-cédenl»rs donnent alors 
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On en déduit 



puis 



m 

û' 






On remarquera que Ton a 

en sorte que, si Ton déforme (A) de façon qu'elle devienne la surface de ré- 
volution, le point B sera situé sur l'axe de cette dernière; cela résulte, 
d'ailleurs, également de ce que le point B est un des points focaux de AB. 
Si l'on remarque que 

^ — _L 

x' mu 

et si l'on a égard à la signification géométrique de w. on voit qu'on peut 
énoncer la proposition suivante de Ribaucour (') : 

Soit une courbe plane (A) et une droite D de son plan; menons à (A) 
en un point A la tangente AB jusqu^à la rencontre de H en \i\ élevons 
en B la perpendiculaire à AB et portons sur cette perpendiculaire y de 
part et d'autre de B, une longueur BN, = BN^ telle que sa projection 
sur D soit constante : i^ les courbes (N,) e/ (î^a) U^^ux des extrémités N, 
et Na des segments BN, et BN^ ont leurs ai'cs correspondants égaux; 
2,^ si l'on fait tourner (A) autour de D ainsi que les courbes (N,) et 
(Na), les surfaces de révolution engendrées par ces deux dernières 
courbes sont applicables Vune sur Vautre; 3° si Von déforme (A) d'une 
manière quelconque ^ chaque plan tangent entraînant les points \, et N^ 
qui lui correspondent y les surfaces (^i) et (N 2) transformées des sur- 
faces de révolution sont toujours applicables Vune sur Vautre. 

Dans le cas où la courbe (A) est une parabole admettant D pour axe, les 
courbes (N,) et (N^) sont aussi des paraboles admettant D pour axe. 
Remarquons enfin que les dilTérentes positions de la droite AB sont les 



(*) A Ribaucour, Notice sur ses travau.r mathématiques, p. 22. 
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normales d'une surface \V; les théorèmes généraux du n® 17 deviennent les 
suivants qui sont bien connus : 

Les lignes asymplo tiques se correspondent sur les deux nappes de la 
développée d^une surface W. 

En chaque point M d\uie surface W, le produit des quatre rayons 
de courbure principaux des deux nappes de la développée aux centres 
de courbure principaux correspondants A. etH est égal à la quatrième 
puissance de la distance de ces deux points. 

20. Cas particulier du problème de la correspondance par orthogo- 
nalité des éléments. La surface (A) est applicable sur une surface spi- 
rale. — Rihaucour, en cherchant si la construction de (a), par rapport 
à (A), peut être indépendante de la forme de cette dernière, a été amené (*) 
à considérer le cas particulier où le point a se trouve constamment dans le 
plan tangent en A à (A). 

Rapportons (A) à un réseau orthogonal (w, p) tel que la tangente \y 
à (w) passe [)ar le point a; \y sera Taxe des y du trièdre (T) et, en nous 
reportant au n" 13, nous aurons 

a = o, y ~ o. 
L'inconnue ^ sera définie par le système 

au Ov 

Cherchons donc s'il peut exister une fonction ^ satisfaisant aux équations 

A-/-;3 = o, C4-^~o, C$-Ar,ô = o. 

ov ou 

L'une de ces équations prouve que ^ doit être une simple fonction de p; 

cette fonction n'étant pas nulle, nous pouvons la supposer égale à i, en 
particularisant la variable p; nous avons alors 

(3 = C, 



(1) \. RiBALxouR, Notice sur ses travaux mathémaiiquei, p. aa. 
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et les relations suivantes nécessaires pour la possibilité du problème : 



<^loîrA 

- -r^- 4-1 = 0, 



— z-^ h I = o. 



Donc, en désignant par U^ et U^ deux fonctions de la seule variable //, on 
doit avoir 

En particularisant la variable u, on peut faire en sorte que U, = i et il 
vient 

A = e-% C=:e-«'U. 
L'élément linéaire de (A) étant défini par la formule 

on en conclut que : 

La surface (\) est applicable sut- une sur/ace spirale. 
Si l'on effectue le changement de variable défini par 

du 



U —du^, 



on a la proposition suivante : 



Pour que le point a soit constamment clans le plan tangent « (A) au 
point correspondant A, il faut que la surf ace {X) soit applicable sur une 
surface spirale; (A) étant rapportée à un réseau {u^ v) pour lequel son 
ets^ est de la forme 

les coordonnées du point a par i^apport au trièdre Çï) adjoint « (A) 
seront 

a = o, (3 = e-** U, y = o. 
Un cas particulièrement intéressant est celui où le ds^ de (A) peut être 
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mis SOUS la forme 

Il est clair que, dans ce cas, on a en évidence deux solutions du problème, 
les positions du point a étant situées respectivement sur les axes Ax, Ay 
de (T); par suite de la forme linéaire des équations qui déterminent a, p, 
il y aura une infinité de solutions, les positions du point a, correspondant 
à des valeurs particulières de u et p, étant toutes en ligne droite. 



Toulouse, i5 janvier 1894. 



SOLUTION 



D UNE 



QUESTION POSÉE PAR M. HERMITE, 



PAR M. LE VAVASSEUR, 

Professeur au Lycée de Moulins. 



1. Problème, — L'intégrale elliptique de seconde espèce 






J =: / k^^w'^x dx 





peut s'écrire sous la forme 

Ç étant compris entre les limites o et K. 

Cette quantité ^ donne le maximum de la fonction „ '^ » coiiiuic lo 
montre la relation de Jacobi 

On demande de la définir en fonction du module par une éciualion dill'é- 
rentielle (Gii. Hermite, Intermédiaire des MaihêmalicienSy n" I, jan- 
vier 1894). 

2. Soit 

On a 

^J _ Â-( K — J) 6<'K _ A^ K - J 

dk ~ ' A'^ ' dk ~" A A-'* 

/Vie. rfe r. - VIII. G.l 
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Ha|)pelons aussi que K et K'= K.(A') sont des intégrales de Téquation 
dilTérenlielle linéaire du second ordre 

^^"^ -r-(i-3A-«)^ -AK=:o. 
3. l'arlons de l'équation 

Prenons une première fois la dérivée des deux membres de celte équa- 
tion par rapport à A*, 

^.= (x«§-..A-K)snM;,X-) 

Dans celte équation, remplaçons -rry --rr par leurs valeurs; remarquons, 
**n outre, qu'on a 



/- l^ V^J /v /v v/A*K — J , ,. ,, v^K — J 

Av'K A'v'K v^ 

enfin cpie 

A A' \~ — - ~ A*snj:cn*x -h enj^dno: -=7 -sr — - — k^ocx 

dk LK ^(-P) J 

( \oir Cours Ilermite, 3* édition, page 2G3). 
II vient, après simplifications, 

( , ^ /./- f^ ^ J-^'K , _ e^ _ A»K»-2(.-hA')KJ + 3J' 

^ ^ Sa "^ K ^ e(^) - 2v/Ky("K^jyû-*K-j") ' 

î. Posons, d'autre part, avec M. Ilermite, 

et servons-nous de la formule 

kk'*-rj ~U -T AMU-+-J?-T— j-h A*(j? — snarcnjrdnx) 

(voir Cours Ilermite, 3* édition, page 2G4). 
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On en déduit, en observant que ^ annule la dérivée par rapport à ./; 



5. Prenant dès lors la dérivée par rapport à A* des deux membres de Té- 

quation (i) et éliminant ^ttt entre le résultat obtenu et l'équation (i), on 

trouve, après un calcul assez long, mais n'offrant aucune difficulté, que 
l'équation différentielle demandée est 

La fonction \ de A' sera donc de la forme 
les fonctions /(A) et 9 (A) seront données par de simples quadratures. 



ÉTUDE 



ACTIONS PHOTOGRAPHIQUES, 

PAR H. liOUASSE. 

Mallrc de CoQfi'rciiccs iJ la l'aculli? <\es Scitntfs de To.ilouîf, 



PREMIERE PARTIE. 

ÉTUDE EXPÉRIMENTALE ('). 



On s'est proposé l'étude des lois qui régissent les phénomènes photo- 
graphiques. On a choisi, pour les soumettre à l'action de la lumière, les 
plaques photographiques du commerce, bien qu'elles soient de composition 
complexe et mal définie. On y a trouvé l'avantage d'avoir à sa disposition 
des plaques aussi identiques ([ue possible entre elles, ce qui ne veut pas 
dire qu'elles le soient, et d'un emploi facile. Comme on cherchait non pas 
des lois numériques, mais la forme des équations différentielles qui peu- 
vent représenter les phénomènes, il importait peu qu'on agit sur des corps 
plus ou moins simples; l'inverse était même préférable, en ce sens que les 
équations générales se trouvaient mieux déterminées que si le phénomène 
eût été plus simple. 

On a choisi comme dimensions des glaces ie format dit quart de plaque 
9/ 1 3. On les coupe au diamant dans Tobscurité presque complète et on les 
réduit au formai 6^9; on les conserve dans des boites à rainures à double 
fond. Les expériences les plus grossières montrant que deux plaques n'ont 
pas des sensibilités comparables, il faut juxtaposer sur la même plaque les 
épreuves à comparer. Aussi la pose se fait dans une petite chambre en lai- 
ton fermée par un couvercle en laiton et dont le fond est percé d'un trou 
de i/i*^- Le cliché est supporté par une glissière mue de l'extérieur par un 



(')Qu-ilroegoitp.^r, 
Sciences, Jes conseils q 



r M. Paraf, Maître de Conférences à la Paculié li 
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tirant dont la tête se déplace sur une échelle en centimètres. On peut 
ainsi amener devant la fenêtre les divers points du cliché et obtenir une 
série d'épreuves équidistanles. Ces épreuves sont au nombre de 7 par cli- 
ché. Un petit volet à glissière en laiton permet de fermer à volonté la fe- 
nêtre. Une douzaine de plaques donne 168 épreuves. Les résultats qui 
suivent sont déduits de la discussion de plus de 3ooo épreuves. 

Quand il y avait intérêt à supprimer le halo photographique, on usait 
de Tartifice suivant. On noircit avec du vernis noir (noir de fumée dans du 
vernis copal à l'alcool) du papier-calque fin ; on le découpe une fois sec en 
rectangles de 5/7*^". Au moment d'utiliser les clichés, on applique derrière 
avec de l'huile un de ces papiers. En revenant dans la chambre noire, on 
enlève le papier et Ton essuie avec un chiffon. Le vernis n^étant pas soluble 
dans riiuilc, le même papier peut servir plusieurs fois et Ton ne risque pas 
de salir les clichés, ni ses appareils ni ses doigts. 

Quand on ne veut pas chercher de lois numériques (et nous verrons que 
celte recherche est ici complètement illusoire), il importe peu qu'on se 
serve de tel ou tel développement; il suffit que ce développement soit 
assez lent pour que sa durée soit exactement connue, 3™ à 4™ par exemple. 
On la mesure avec un métronome. Elle sera la même pour toute une série 
de clichés. Les dosages se feront avec le plus d'exactitude possible et Fon 
choisira les formules les plus simples parmi celles qui sont proposées dans 
les livres. 

Les clichés doivent baigner largement dans le développateur. Le con- 
tact de l'air a une influence manifeste et accélère le développement (*). 

On fixe à Thyposulfile et on lave à grande eau. Les liquides ne servent 
qu'une fois. 

Les manipulations de développement se font dans une obscurité com- 
plète. 

Définition et mesure des noirs d'un cliché. 
L'opacité d'un cliché est mesurée par le rapport des intensités d'un fais- 



(*) C'est au point qu'un cliché qui reste 4 minutes dans le développement est beaucoup 
moins noir qu'un autre qui pendant le même temps est enlevé toutes les 4^ secondes et 
laissé pendant 20 secondes à égoutter à l'air. Il ne faut donc pas agiter les clichés dans 
leurs bains, car on risque de découvrir plus ou moins les bords qui deviennent beaucoup 
plus noirs. 
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ceau avant et après son passage à travers lui. Il serait peu précis et d'ailleurs 
inutile de le comparer à une échelle de noirs obtenue sur papier. 

Le cliché développé est absorbant même aux points où il «'a pas posé. 
5oient I le faisceau incident. I, l'intensité transmise aux points de pose 
nulle, Ij rintensilé en un autre point où l'action lumineuse n'a pas clé 
nulle, le noir de ce point est arbitrairement défini par le rapport 
I,/Ij — 1 ^ N. Soit Ij l'intensité transmise à travers le verre dépouillé de 
sa gélatine, le nombre Ij/I, — i = V donne une idée nette du voile du cli- 
ché : on doit lâcher à ce qu'il soit voisin de o. L'unité avec laquelle on 
mesure les ialensités est arbitraire. 

Si le cliché développé se conduisait comme une lame absorbante homo- 
gène, le noir dépendrait de la composition du faisceau employé, de sa lon- 
gueur d'onde s'il est nionochromatique. L'observation microscopique ap- 
prend qu'il n'en est pas ainsi ; avec un fort grossissement il apparaît comme 
granuleux, Ici qu'un écran percé de trous. Comme les grains plus ou moins 
gros sont opaques, le noir est indépendant de la composilion du faisceau 
employé. 

Or la seule mesure photométrique précise se fait avec la pile thermo- 
électrique et les rayons calorifiques. On se sert donc d'une pile et d'une 
source calorifique dont ou n'utilise que la chaleur la plus réfrangible. Car 
les couches sensibles sont étalées sur du verre qui absorbe énergiquement 
les chaleurs obscures : si répaisscur du verre varie, on ne mesure plus qu'un 
effet complexe dû aux variations du noir et de l'épaisseur du cliché. Pour 
annuler l'effet de ces dernières radiations, le faisceau traverse, outre le 
verre de la lampe, source de chaleur et le cliché, deux lames de verre, 
soit en tout à peu près 5"™ de verre, devant lesquels une variation d'épais- 
seur du cliché certainement inférieure à o""°, i est insignifiante. 

La source de chaleur doit être constante. On emploie une lampe à pétrole 
à mèche circulaire de 1 5™"* de diamètre ; le niveau y est maintenu invariable 
à l'aide d'un vase do Mariotle, La constance de la lampe est sûre à i/i5o 
près pendant les 5 minutes que dure l'examen d'un cliclié, pourvu que la 
mèche se roussisse seulement sans se carboniser. On obtient ce résultat en 
donnant à la fiamme depuis la mèche jusqu'aux pointes extrêmes une hau- 
teur inférieure à 3"". Si la hauteur est plus grande, l'intensité croit rapi- 
dement depuis l'allumage, puis décroit indéfiniment et assez vile. Car 
l'aUmenlation est insuffisante, la mèche se carbonise et l'arrivée du pétrole 



esl entravée. Il en va de même avec une flamme basse, mais les variations 
sont alors très lentes et régulières. 

La pile tliermoéleclrique (bismuth antimoine) est disposée dans une 
double enceinte en fer-blanc composée de deux boites cylindriques, à cou- 
vercles, soudées solidement l'une dans l'autre. L'ensemble est fixé sur un 
banc TT' {fig. i, 2, 3). Ces boites ont 20"" et 16™ de hauteur et laissent 
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Projection ïenicale. Projeciion verticale. 

entre elles un espace cylindrique large de 3*™. On y a percé deux fenêtres 
« et 6 de 2/4*"", fermées par deux lames de verre mastiquées. La pile est 
soutenue par une plaque verticale de cuivre cd, soudée dans la boite inté- 
rieure et percée d'une ouverture rectangulaire où la pile rentre exactement. 
Elle est ainsi garantie contre les courants d'air et les changements brusques 
de température, par la forme de l'enceinte et sa grande capacité calori- 
fique; contre la chaleur obscure rayonnante par les lamelles de verre a et 
h. D'ailleurs l'équilibre de température de la pile et de l'enceinte est obtenu 
rapidement, puisque la monture de la pile s'applique directement sur la 
pièce de cuivre cd\ les mesures peuvent se suivre à peu d'intervalle. 

La flamme do la lampe est éloignée de 16*^" à 18*'" de la face antérieure 
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de la pile ; il ne s'agit donc plus que d'interposer entre la flamme et la pile 
les clichés à étudier. Or la pile peut s'employer de deux manières : soit en 
attendant qu'elle ait atteint son état d'équilibre et en mesurant le courant 
constant produit; soit en mesurant l'arc de première impulsion à l'aide 
d'un galvanomètre balistique. Dans les deux cas, la quantité mesurée est 
proportionnelle h l'intensité. On doit choisir la seconde méthode, d'ailleurs 
généralement beaucoup plus sensible, parce que, les expériences étant plus 
rapides, on se met à l'abri des changements d'intensité de la lampe, de di- 
rection ou d'intensité du champ terrestre et des causes de refroidissement. 
11 faut donc pouvoir exposer brusquement la pile au faisceau et, l'impulsion 
lue, intercepter le faisceau pour éviter un échauH'emenl qui prolongerait 
inutilement les expériences. 

De ces conditions résultent les dispositions suivantes : en DD' se trouve 
une planche verticale épaisse, solidement fixée au banc TT', percée d'une 
fenêtre H de 2/4"", qu'un volet EE' permet d'ouvrir et de fermer à la main. 
En GG' une planche de bois mince, percée d'une fenêtre de o, 5/3"" et sur 
laquelle on disposera le cliché, est guidée par des coulisses. Le cliché est 
maintenu par une lame de bois gg', percée d'une fenêtre de 2/4™, qui peut 
être serrée contre GG' par deux ècrous en cuivre. Les épreuves des clichés, 
ayant 1/4*"", débordent la fenêtre percée dans GG; on les dispose bien 
symétriquement par rapport à elle. 

Eu avant de la planche DD' se trouve le volet destiné à ouvrir et fermer 
brusquement la fenêtre H de la planche DD'. C'est une planche mince MM' 
percée d'une fenêtre F de 2/4*^'". Sous l'action d'un caoutchouc ij, elle bute 
contre un arrêt J; la fenêtre H est alors fermée. La planche MM' porte 
une tige de cuivre ss sur laquelle est soudé l'arrêt n. Les extrémités t" et r' 
de deux leviers horizontaux tournant autour des points O et O' sont main- 
tenus par des ressorts /■ et t et des butoirs u et v à une petite distance de la 
tige de cuivre. Tirant le volet vers la gauche tout en appuyant sur les 
leviers, on amène l'arTêt n à gauche de l'extrémité t'. Si alors on abandonne 
les leviers puis le volet, n bute sur /', les fenêtres F et H ne sont pas super- 
posées, le faisceau est intercepté. Si l'on tire la corde ('z, le volet est attiré 
brusquement [vers la droite; l'arrêt n bute contre l'extrémité r', le faisceau 
passe. Pour Tintercepter de nouveau, la déviation lue, on tire sur la corde 
rp, le volet bute contre J. 

La durée d'exposition est à peu près égale à la durée d'un quart d'oscil- 
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lation de l'aiguille du galTanomèlrc, soit cinq à si\ secondes. Au bout 
d'une vingtaine de secondes, la pile est suIBsaoïment rerroidie pour qu'on 
paisse recommencer. Le galvanomètre balisliqne. à deux bobines, possède 
lin gros miroir de 1/2"; on lit une échelle en centimètres et miUiniètres 
placée i 2" avec une lunette de théodolite 1res grossissante; on peut 
apprécier au vol une déviation de lo*" à o™,oi près. L'échelle est éclairée 
par une lampe à gaz. L'aiguille est ramenée à l'immobilité an moyen de 
deux Eolénoldes placés â des dislances difTérentes et dans lesquels on lance 
un faible courant. Suivant les efTcls à produire, on se sert de l'un ou de 
l'autre. 

Homogénéité des plaques du commerce et définition des bains. 



Il est nécessaire de savoir si la sensibilité des plaques du commerce est 
constante ou de quelle manière elle varie d'un point à un autre. On a d'a- 
bord développé des plaques qui n'avaient pas été exposées à la lumière 
dans le laboratoire; toutes l'ont été plus ou moins chez le fabricant. Le noir 
n'est pas nul ni partout le même. Que le cliché ait effectivement vu le 
jour ou que la couche sensible soil déjà réductible par le développement 
sans action préalable de la lumière, cette expérience montre que le cliché 
n'est pas homogène, puisque sa sensibilité varie d'un point à un autre. Il 
est donc inutile de chercher une méthode qui permette de déduire le rap- 
port d'intensité de deux lumières de la relation qui peut exister entre les 
deux noirs obtenus en deux points d'un même cliché, quels que soient la 
durée des poses et les développements employés. Pour la même raison, 
on ne peut chercher à conclure directement les lois de l'action de la !u- 
lEilère sur les plaques des noirs isolément obtenus en divers points de celte 
plaque. 

Que les plaques non posées se voilent dans des développements un peu 
actifs, c'est un fait d'expérience journalière; mais, dans la pratique de la 
Photographie, on n'y prend pas garde, parce que le voile est encadré par 
des parties plus sombres et parait moins opaque par contraste. Ce qui 
montre plus nettement l'importance de ce voile, c'est qu'un positif sur 
plaque est beaucoup plus uniformément gris que le négatif générateur. 
L'intensité de ce voile V est généralement comprise entre o et o,5. 

L'efl'et de ce noir, s'il était uniforme, serait celui d'un verre interposé 
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plus OU moins opaque, et il n'en résulterait pas une impossibilité de relier 
l'intensité au noir. Mais soient V, et V,, les voiles maximum et minimum 
d'un cliclié; calculons V, — V^. On trouve ainsi des nombres très souvent 
de l'ordre de 0,1 elqui, parfois, atteig;nenl des valeurs énormes supérieures 
à 0,2, môme dans les clicliés les plus beaux, ceux pour lesquels la courbe 
des noirs est la plus régulière. On ne peut invoquer, pour appliquer ce fait, 
les inégalités de la pose, puisqu'elle est nulle, et les autres causes d'erreurs 
ont été soigneusement écartées. 

Les clichés qui ont servi aux précédentes expériences sont des plaques 
très sensibles (Lumière marque bleue), ayant subi la maturation et d'un 
grain assez grossier : les particules d'argent réduit peuvent avoir de 6^ 
à lOfA. Mais les clichés d'un grain plus lin présentent des irrégularités 
aussi fortes que l'on peut attribuer aux irrégularités d'étendage et de sé- 
chage. 

Conlinuité dans la sensibilité des plaques. 

Si les plaques au gélatinobromure, dans l'étal actuel de leur fabrication, 
ne peuvent servir comme photomètres, il reste à savoir si elles ne fourni- 
raient pas une méthode exacte pour déterminer non plus généralement le 
rapport, mais l'égalité de deux actions. Déterminons pourles sept épreuves, 
supposées obtenues avec la même intensité et la même pose, les déviations 
au galvanomètre qui mesurent les intensités transmises avec une unité ar- 
bitraire. Prenons sur un axe des points équidistants x^, ■■■■, ^t et élevons 
des ordonnées y„, ■• ■ y<, proportionnelles aux déviations : la courbe qui 
passe par l'extrémité des ordonnées est plus ou moins sinueuse. Elle rentre 
dans deux types : c'est soit une parabole, soit une portion de courbe du 
3" degré présentant un point d'inflexion ; dans le premier cas, la sensibilité 
présente un minimum ou un maximum du milieu; dans le second, elle 
varie dans le même sens d'un bout à l'autre. 

Par les quatre ordonnées ^o,>'ï,^.,^« menons une parabole cubique 
_/ ^ A -h Ba: -+■ Ct* h- Dx-'. L'expérience montre qu'elle passe très sensi- 
blement par les points y,,yi,y%- Soit y,, y',, ^^ les valeurs calculées. 
Posons 

«l=J'l-/l. ■■■. 36 = £, + E,+ £„ 3[£] — [£,]4-[£,]-t-[£,], 

le symbole [ ] désignant la valeur absolue. La précision avec laquelle la 
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courbe calculée passe par les points observés est mesurée par les deux 
quantités 

9 = 



3e 



Ji 



J: 






L'expérience montre que, si les intensités et les temps de pose sont égaux 
pour les épreuves, ou même si les intensités varient d'une manière quel- 
conque, pourvu qu'elle soit lente et continue, les valeurs de p sont infé- 
rieures à 0,0 1 et qu'elles sont indifféremment positives ou négatives, tandis 
que les noirs peuvent être d'un bout à l'autre assez différents. Les valeurs 
de [p j ne sont guère plus grandes, ce qui prouve que lèse sont séparément pe- 
tits. Soient N, et Noies noirs maximum et minimum; posons N,/No= 1 -4- a; 
voici les résultats pour une série de clicbés : 



Développement 
à Facide pyrogallique. 



Développement 
au fer. 



oc. 



(pi. 



3. 



Plaques sensibles. 
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■+- 
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-■- 


0,01 1 


0,01 1 


0,024 
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0,0043 


0,010 


0,024 


-h 
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o,oo52 


0, i5 


-¥- 


0,012 


0,018 


0, i5 


-+- 


0,0002 


0,0094 


0, i3 
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0,0078 


0,0078 


0,18 


• i- 


0,017 


0,017 


0,2'* 


-+- 


, 00 I I 


0,014 


0,23 


■+- 


0,0028 


, 00G4 


0,09 





0,0028 


0,0070 



0,22 

0,47 
0,68 

o,5i 



o,o3 

0,012 

0,10 

0,17 

0,04 

0,25 



Plaques peu sensibles. 

o,oo36 
o , o 1 09 
o , 0092 
0,045 

Plaques sensibles. 

— o,oo46 
-- 0,004 I 

-h 0,00044 

— 0,0000)1 

— 0,0092 
-+- 0,0107 



[p]. 



o,oo56 
0,0109 

0,024 
0,045 



0,01 

o,oo5 

0,091 

0,019 

0,011 

0,0107 



Moyenne générale 



p = o,ooi3. 



Méthode photométrique. 

Des résultats précédents résulte une méthode pour déterminer si deux 
faisceaux sont égaux ou non. Soit une lampe dont l'intensité varie d'une 
manière continue avec le temps, mais très lentement. Un faisceau de lu- 
mière provenant de cette lampe est modifiée successivement par deux phé- 
nomènes différents 1 et II ; on se propose de déterminer si les faisceaux ainsi 
modifiés sont égaux ou inégaux. Des sept épreuves que porte un cliché, on 
fait les n'* o, 2, f\^ G avec le phénomène I, les n°' 1, 3, 5 avec le phéno- 
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mène lï, avec le même temps de pose, dans l'ordre de leurs numéros el 
sensiblement à des Intervalles de temps égaux. On conduit une parabole 
cubique parles ordonnées ^o, ^j, y^^yei on calcule la valeur de p. Si elle 
est plus petite que la limite inférieure ordinaire des p, les faisceaux peuvent 
être considérés comme également modifiés; sinon le signe dé p donne le 
sens de rinét^alité. 



Généralisation de la méthode. 

Supposons que, les ordonnées yj,^^,_yj, y, ayant été obtenues à l'aide 
d'une action lumineuse déterminée I, les ordonnéesy,,_yj, j^j proviennent 
de trois actions II, III, IV. On calculera les valeurs 

R, = 1 + p, =yily\, R, = i-t- p, := y^i/,, R, = i -(- p^ =_y,/_y;. 

On a ainsi trois nombres R, , R,, Rj qui sont, à très peu près, proportion- 
nels aux intensités II, lïl et IV. Ces nombres ne sont pas complètement 
comparables, puisqu'ils ont été obtenus pour des points de sensibilités dif- 
férentes. 11 suffit pourtant d'admettre que, lorsque la sensibilité n'est pas 
constante, tous les noirs qui seraient obtenus en un point avec diverses in- 
tensités, pourvu qu'ils ne diffèrent pas trop, sont multipliés par un certain 
facteur constant ne dépendant que de la position du point, pour que les 
trois nombres R,, R,, Rs aient des valeurs identiques à celles qu'on obtien- 
drait avec un cliclié rigoureusement homogène. 

Action de la lumtcm sur les plaques. 

I, Influence de l'époque du développement sur le noir obtenu. — 11 
est presque impossible de décider si une plaque est plus ou moins noire 
suivant qu'elle est développée aussitiU après la pose ou plusieurs mois après. 
Cela provient de la difficulté qu'il y a d'obtenir deux, bains de développe- 
ment rigoureusement comparables. En effet, si l'on choisit le mieux déter- 
miné de ces développements, i'oxalate de fer, on constate que son activité 
varie depuis les premiers Instants de sa préparation et diminue lentement, 
mais pour ainsi dire indéfiniment, pourvu que l'on empêche toute préci- 
pitation par une addition suffisante d'acide tartrique. Il y a d'ailleurs un 
Fae. de T. — MU. F.2 
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cliangement de cotilour, le rouge devient plus foncé, cl ce changement est 
la preuve d'une modificatiuii dans la composition cliiiiiique. On ne serait 
Jamais silr d'opérer dans les deux cas, strictement dans les mêmes condi- 
tions, et rexpérience serait si compliquée, qu'elle ne serait pas concluante. 
On sait toutefois, par une expérience de tous lesjours, qu'à supposer même 
quel'imaf^c s'eflacc peu à peu, c'est avec une lenteur ccrtainemenl extrême. 
On peut donc admettre que l'influence de l'époque du développcmcni sur 
le noir ei^t nulle. 

II. Courltc des nuirs en fonction du h-mps de pose pour unt^ intensité 
ronslanle. — L'expérience montre que la courbe des noirs part de la va- 
leur o {Jig. 4)f pour une pose nulle (cela par définition). Sa concavité est 




dalionl loiuiiéo vers l'axL' des noirs; la tangente à l'origine est sinon hori- 
zontale, ce dont l'expérience ne peut guère décider, du moins, fort peu in- 
clinée sur l'axe des temps. Elle devient rapidement rectiligne et tend enfin 
à s'infléchir vers l'axe des temps. 

Si, toujours en fonction du temps et pour une intensité constante, on re- 
présente non plus les noirs, mais les déviations directement observées au 
galvanomètre, on trouve une courbe A,B,C,D, qui présente nettement 
une partie A, B, presque horizontale correspondant aux premiers instants. 
Suivant que la portion C, D, est asymptote A l'axe des temps on k une pa- 
rallèle à cette axe, la courbe des noirs continue à monter vers les noirs in- 
finis ou s'inllécliit vers une asymptote horizontale. Il est bien difficile de 
trancher la question, puisque les moindres trous dans la gélatine, tout en 
modifiant très peu la courbe C, D,, changent du tout au tout la partie cor- 
respondante de la courbe des noirs. 
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Ce n'est là que la partie de la courbe des noirs voisine de rorig;ine. Que 
les noirs augmentent sans cesse, ou qu'ils semblent avoir une asymptote ho- 
rizontale, la plaque ne prend pas une lai définitif. En général, le noir décroit 
ensuite pour des poses beaucoup plus longues, comme nous le verrons en 
parlant du renversement. 

111. Courbe des noirs m fonction de l'intensité pour des temps de 
pofte constants, — On peut se proposer de déterminer pour un temps de 
pose donné la courbe des noirs en fonction des intensités supposées con- 
stantes tout le temps de la pose. Les courbes obtenues ont absolument l'as- 
pect des précédentes ; et l'on peut faire à leur sujet les mêmes remarques 
qui onl été présentées pour le cas précédent, à la condition qu'on reste 
dans des limites de pose et d'intensité telles que le phénomène du renver- 
sement ne se produise pas. 

Problème de la Photographie pratique. Étude générale 
des déieloppements. 

Le problème ordinaire de la Photographie est excessivement comphqué ; 
nous allons l'envisager d'une manière tout à fait générale. Soit donc le 
cas d'un éclairage conslanl, avec une lumière de composition bien déter- 
minée; la pose est supposée constante, et seules les intensités sont varia- 
bles. C'est bien le cas pftliquc de la Photographie, à la condition d'admellre 
qu'un objet coloré a la même action qu'un objet blanc moins éclairé. A 
l'aide des courbes déjà obtenues, construisons pour un développement 
déterminé A, agissant pendant le temps /,, la courbe des rapports des 
inverses des déviations galvanométriques {voir page F, 3), O r= N -i- i, en 
fonction de l'intensité et discutons les résultats {^g- 5). 

Tout d'abord, quelle devrait être cette courbe pour qu'un cliché positif 
obtenu à l'aide d'un négatif et regardé par transparence soit identique pour 
le rapport des teintes à l'objet primitivement photographié"? A chaque in- 
tensité I de l'objet correspond une opacité du cliché telle que d'un faisceau 
lo incident une fraction I, = loç(I) soit seule transmise. Cette lumière four- 
nira un positif à travers lequel un faisceau IJ, sera transmis dans le rap- 
port 

Cherchons quelle doit être la signification du symbole 9 pour que l'on ait 



r, = Kl, K étant une constante. Il suffit de résoudre une équation fonc- 
tionnelle de la forme x = 6(6(37)]. Posons 

y = B(x), d'où X — ÔCj'). 

Toute équation symétrique en x et y résolue par rapport ky donne uneso- 

Fig. h. 




lution ; on vérifiera que la fonction xy=Ccs\. la seule admissible parmi celles 
o<xx tly n'entrent qu'au premier degré. Si donc le positif était identique 
aux objets pour le rapport des teintes, c'est qu'il y aurait proportionnalité 
entre les intensités et les quantités O = N -+- 1 ; la courbe dont nous discu- 
tons la forme serait une droite passant par l'origine des coordonnées 
O = al. La courbe expérimentalement trouvée part au contraire par défi- 
nition de l'ordonnée i , puisque N part de l'ordonnée o et ne devient prati- 
quement une droite qu'après une portion courbe 1 A plus ou moins longue, 
qui présente sa concavité vers le haut. Le positif sur plaque vu par trans- 
parence n'a donc généralement pas les mêmes rapports d'intensités que 
l'objet primitif. 

Cherchons à quelles conditions les tons y seront plus ou moins tranchés 
que dans l'objet. Soient deux rapports O et O + dO correspondant aux 
intensités I et I + d\. Les teintes sont plus ou moins tranchées, le cliché 
est plus brutal ou plus gris que l'objet, suivant que l'on a 

rfO/0?rfl/l. 
Posons 

KrfO/0=rfI/l. 

Le coefficient K mesure l'uniformité du cliché. Soit O = al -h- & l'équation 
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delà tangente, il vient K = in — :; pour que le cHchè soit dur et tranché, 
K doit être aussi petit que possible; donc la tangente doit couper l'axe des 
abscisses en avant de l'origine et le plus loin possible. 

De cette condition, il résulte que, pour de faibles intensités et quels que 
soient les développements et leur durée d'action, les clichés sont toujoui's 
gris. Il résulte de plus cette proposition expérimentale, qu'un développe- 
ment peut être moins énergique qu'un autre, et donner des oppositions 
plus nettes. Le développement i A, B, est plus énergique que i AiB^, mais 
pour des intensités égales entre elles et supérieures à OM le second déve- 
loppement donne des effets plus durs que le premier. C'est précisémenl 
l'efiet qu'on obtient en additionnant un développement de bromure de po- 
tassium; plus on augmente la quantité de ce dernier sel, plus s'abaisse la 
courbe lAB; ce qu'on trouve exprimé dans les traités de Photographie 
sous cette forme absolument défectueuse, que le bromure est un retarda- 
teur, mais plus aussi s'avance le point D vers la droite; les oppositions 
sont de plus en plus brutales. Aussi en recommande-t-on l'emploi lorsque 
les clichés sont supposés devoir être trop uniformes. 

A chaque développement de composition déterminée correspondent une 
infinité de courbes analogues aux précédentes, une pour chaque durée de 
développement. On conçoit que l'on puisse obtenir à peu près tels effets 
que l'on désire en sachant s'y prendre. Et réciproquement, de la dïscussioÈi 
des règles consacrées par l'usage, on peut déduire des remarques intéres- 
santes sur la nature des courbes. 

Ainsi, il importe beaucoup de distinguer entre diminuer l'activité d'un 
bain, soit en ajoutant simplement de l'eau, soit en l'additionnant de bro- 
mure de potassium ; dans le second cas, nous avons vu le point D s'avancer 
vers la droite, et par conséquent les oppositions s'exagérer. Dans le pre- 
mier, le point D marche vers la gauche, le cliché devient plus uniforme. 
En général, les tangentes rencontrent l'axe des noirs à gauche de l'origine, 
c'esl-à-dirc que le rapport des intensités transmises est plus voisin de i 
que n'est le rapport des intensités dans l'objet photographié. 

Nous pouvons maintenant revenir sur ce qui a été dît page F. 9 de la 
méthode p ho toni étriqué; car, pour avoir une idée exacte de sa sensibilité, 
il fallait connaître la courbe des noirs, ou, ce qui revient au m^me, la courbe 
i A,B, qui représente la quantité O. Soit donc connue la forme de cette 
courbe pour un certain développement agissant pendant un temps /,. 
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La déviation galvanométriquey est, à un facteur constant près, l'inverse 
de O. On a donc 

^yly = - AO/0 = p, 

d'après nos notations. Mais dl/l représente Terreur relative sur la mesure 
des intensités et Ton a 

d\ll = KdOIO = -Kp. 

Soit O = al -f- 6 l'équation de la tangente; l'erreur a pour expression 
— p(i -h b/al). Les valeurs de p sont largement indépendantes du noir et 
voisines de 0,0 1; il faut rendre minimum le second facteur. Il résulte de là 
plusieurs conséquences. Il faut d'abord faire en sorte, en disposant des 
intensités et des temps de pose à comparer, que les noirs ne correspondent 
pas à la partie i A| de la courbe; de plus, le développement doit être choisi 
tel qu'il puisse donner des valeurs négatives de b; l'erreur relative sur les 
intensités à comparer sera généralement un peu supérieure à 0,01, mais 
très près de lui être égale. 

IV. Soit I l'intensité lumineuse, exprimée en fonction des temps. Le 

f I dty dans laquelle /« est la durée to- 



Fig. 6. 



ftoin 




talc de pose, ou dépend-il séparément de I et de /? Dans le cas d'une 
intensité constante, est-il seulement fonction du produit I/,, c'est-à-dire 



; DES ACTIONS P1I0T0GIL\PII1QUES. 



F. I S 



de la valeur totale d'énergie dépensée, ou dépend-il encore de la manière 
dont on l'a dépensé? L'affirmative a été souvent admise : on lit, par exem- 
ple, dans le Traité de la lumière de Becquerel, l. II, p. 1 15 : " Que cent 
faisceaux de rayons égaux au premier viennent frapper la matière sensible 
ensemble ou successivement, elle recevra la même impression, car il se 
produira la même somme d'action chimique. La substance chimique 
sensible conserve et accumule l'impression qu'elle reçoit des rayons lumi- 
neux H. La même opinion a été soutenue par M. Janssen. 

L'expérience répond nettement pour la négative. 

Prenons pour abscisses les énergies dépensées, c'est-à-dire les produits 
If, ; si l'hypothèse précédente était exacte, la courbe des noirs serait uni- 
que : soit OAB celle qui correspond à l'intensité constante I; la courbe 
qui correspond à l'intensité pi, p >■ r , au lieu de se confondre avec la pré- 
cédente, est au-dessus. Menons la droite horizontale d'ordonnée — i . 
Nous désignerons par R le rapport -^rr; onadonc,d'aprèsnos notations, 
R = 1 -(- p. 

Lorsque le point A se déplace le long de la courbe OAB correspondant 
à une même intensité I, la valeur du rapport R varie; il est égal à i, pour 
des énergies très faibles, quel que soit le nombre p; puis il croit à mesure 
que le point A se déplace vers la droite. Ainsi pour p = 60, on a obtenu 
suivant le temps de pose, c'est-à-dire suivant la position du point A, des 
nombres compris entre 1 et 2,64. 

On déduira de ce fait les positions relatives des tangentes aux points A 
et A,. Si le rapport était constant, les laugentes se rencontreraient au 
même point D de l'horizonlale d'ordonnée — 1 ; au contraire, la tangente 
en A, vient aboutir au point D, à droite du point D, où aboutit la tangente 
en A. D'après ce que nous savons sur la dureté des clichés, le cliché est 
d'autant plus dur, que l'intensilé est plus grande et le temps de pose plus 
court. 

Cette conséquence est bien connue dans la pratique; les clichés obtenus 
à l'aide d'intensités faibles sont toujours plus ou moins uniformément gris. 

V. Dans une première expérience, la fonction I ^^/(^t) se compose de 
portions quelconques où l'intensité n'est pas nulle, séparées par des inter- 
valles suffisamment longs où elle est nulle. On intervertit les portions où I 
n'est pas nul. Le noir reste-t-il le même? 

Comme cas particulier, on peut supposer I constant. 



Four répondre à la question posée, on a dépensé successivement en un 
même point deux quantités d'énergies, l'une avec l'intensité 60, l'autre 
avec l'intensité t . On a comparé les résultats obtenus en commençant par 
l'intensité Go, puis en commençant par l'intensité i . Les premières épreuves 
ont été plus noires; on a trouve p = o,a63. D'autres épreuves moins noires 
ont donné p = o, io5. Ces résultats prouvent qu'une intensité trop faible 
pour avoir une action sensible sur un cliché non impressionné ou peu im- 
pressionné a une action sensible, si elle agit après une intensité plus forte. 
On sait que M. Becquerel a classé les rayons en rayons actifs et rayons 
continuateurs, ces derniers n'agissant que sur une plaque déjà impression- 
née. On voit, d'après ces expériences, qu'une telle distinction est inutile, 
tous les rayons jouant le rôle de rayons continuateurs. Les rayons rouges, 
étant ordinairement peu actifs, n'auront une action sensible que s'ils vien- 
nent après d'autres rayons, 

Houe dentée. 

Elude de la loi d' intensité d'un faisceau émis par une source con- 
stante et traversant une roue dentée tournant dans son plan. — Soit 
une source de surface quelconque S située dans le plan P; elle envoie, par 



Fig- ?■ 



Fig. 8. 





unité de surface, une quantité e d'énergie sur chaque unité de surface du 
plan P' où se trouve le cliché. La lumière est interrompue par une roue 
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déniée tournant dans le plan P" autour de la droite AA' perpendiculaire 
aux plans PP'P". La distance de l'axe aux èléuienls des plans PP'P", (pi'il 
y aura lieu de considérer, est assez grande pour qu'on la puisse considérer 
comme constante et égale à R. Les dents de la roue sont des secteurs vides 
d'angle a, séparés piir des secteurs pleins d'angle ^j elle fait /* tours par 
seconde. 

La lumière ([ui va d'un élément t delà source :"i un élément i' du plan P 
est interrompue un temps p/2-nn et passe un temps aji-n/i. La quantité 
d'énergie reçue par a' venant de tj est, par seconde sans la roue, e'S'y', avec 
la roue, e'j<j'ixj{% ■+- p), quelles que soient la position de la roue et sa vi- 
tesse. Or, l'élément a' reçoit séparément autant d'énergie de chaque élé- 
ment œ; l'inlensité totale étant la somme arithmétique des intensités, l'in- 
tensité reçue par unité de temps par l'élément tr' est (j'caS/(a -i- P), 
quantité indépendante de la vitesse et de la position de In vue. Nous avons 
donc, avec la roue, un moyen de déverser une quantité d'énergie constante, 
tout en modiûant la répartition dans le temps. 

Éludions cette répartition. Soient / la distance des plans PP", /' celle des 
plans P"P'. Avec l'élément a' comme sommet, décrivons le c6ne ayant pour 
directrice la courbe limitant S; soit s' l'aire de la section de ce cône par le 
plan P". Des points A et A" menons des tangentes aux couil)es S et S'; 
soient 5 et S' les angles qu'elles comprennent. Posons (/ = iR, d' = o'Ret, 
pour simplifier, représentons le plan qui passe par les droites d, d' et l'élé- 
ment tr'. La largeur des pleins de la roue y sont a = aR et celle des vides 
6=pR. 

Tant que les dents laissent intacte la surface S', la lumière reçue par 
l'élément œ' est constante et égale à eStr'; si elles en recouvrent une frac- 
tion (i — m)S', l'intensité est eSff'/»; soita>(/; déterminons la loi qui 
relie au temps le coefficient m. 

L'intensité est constante depuis l'instant (la roue tournant dans le sens 
de la flèche) où le rayon A"Q dépasse A"ç, jusqu'à celui où A"P atteint 
A"^, c'est-à-dire pendant le temps nécessaire à la roue pour tourner d'un 
angle a — S', soit 



Comme f/'= al'j{ l 



- /'), on a 



/')]/a7t/<R. 
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Avant et après la période constante, il y en a deux d'intensité variable et 
de durée 0' nécessaire aux rayons A"Q, A"P pour tourner de l'angle 
p^''q = S', soit 

Les durées et 0' ne dépendent pas de la forme de la source, mais seule- 
ment de l'angle S'. 

L'intensité constante Sea' est indépendante de la forme de la source; la 
loi de variation en dépend. Pour la déterminer, on construit une surface 
semblable à S ou S' et Ton cherche la loi en fonction du temps des espaces 
recouverts par un plan limité par une droite et qui se déplace d'un mouve- 
ment uniforme parallèlement à lui-même (*). 

La position de la roue entre la source et le cliché a une importance capi- 
tale. Si /'= o, si la roue est appliquée contre le cliché, 6'= o; l'intensité 
passe brusquement de sa valeur maxima, qu'elle conserve un temps 
a/:tT.nRy à une valeur nulle qu'elle possède un temps 6, = 6/2tc/îR. Si 
/ = o, le temps variable 0' est maximum et égal à rf/au/iR; la distribution 
de l'énergie se trouve modifiée le plus possible. La période constante dure 
(a — d)/2T.nl\. Si a est voisin derf, l'éclairage n'est jamais constant. Une 
intensité constante de durée ajiiznR est remplacée par une intensité va- 
riable de durée double. 



(1) Voici le calcul complet dans le cas d'une source circulaire. Le cercle a pour équation 
x^-^y^= T) le plan se déplace de gauche à droite parallèlement à Taxe des x^ il est limité 
par une droite parallèle à Taxe des y\ la surface recouverte est donnée par Tintégraie 



m 



TT = 2 / /i — x^ dx. Posons X = sincp, il vient 

TilTZ = 21 COS*<p rfçp = Çp 



sin2y w 

2 2 



On a calculé vingt valeurs de l'intégrale. 



x= o,9 


o,o588 


X = 


— 0,4 


1/9^9 


X 


= 0,1 


i,77o5 


X 


= 


0,6 


a, 6944 


8 


o,i635 




3 


0,9799 




2 


1 ,9680 






7 


2,8461 


7 


0,2955 




2 


1,1736 




3 


2,1617 






8 


a ,978 « 


6 


0,447a 




I 


1,3711 




4 


a, 3487 






9 


3,0828 


5 


0,6142 







1,5708 




5 


2,6274 






10 


i,i4i6 



En construisant la courbe passant par ces points, on trouve qu'elle est presque rigoureu- 
sement droite entre — o,5 et o,5. 
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Résultats expérimentaux. 

VI. Influence de la vitesse de rotation de la roue. — Si la vitesse est 
suffisamment grande, l'expcriencc montre que le noir en est indépendant. 
Les expériences ont été faites avec une roue où [i = 0,3; le nombre des 
pleins ou des vides était de 36; le nombre d'interruptions par minute était 
voisin soit de 16000, soit de Sa 000. Les poses avec des intensités dilTé- 
rentcs variaient de deux à dix minutes. On a trouve pour p les nombres 
suivants : 

-t-o,oi^, — o,CK>J7, -+-0,00, —0,011, — o,ooj7, -ho.oo, —0,0-2. 

Moyenne des valeurs absolues 0,008, moyenne algébrique o,oo4t. 

Cette moyenne est au-dessous de la limite possible des erreurs d'expé- 
rience. Le signe -\- pour p indiquerait une action moindre pour les grandes 
vitesses, 

VIL Influence de la position de la roue. — On a donné à la roue deux 
positions Tune très voisine du cliché, l'autre voisine de la source. Le rap- 
port de la durée de Téclairage constant à celle de l'éclairage variable était 
lorsque la roue se trouvait près de la source de 0,88, loin delà source 3,55. 
Dans le deuxième cas, l'intensité passait très rapidement de sa valeur 
maxima à une valeur nulle; dans le premier, au contraire, la durée de Té- 
clairage maximum était très petite par rapport à celle de l'éclairage va- 
riable. 

On a trouvé pour trois clichés 

p = +o,oo66, -ho,oo34, -t-o,oa6. 

Le signe •+- pour p indique une action plus grande lorsque la roue est prés 
de la source, c'est-à-dire lorsque les discontinuités sont moindres. 

VIII. Intensité i avec la roue, intensité li sans la roue. — Il s'agit de 
savoir si les actions sont les mêmes sans la roue et rinteusitc jx, avec la roue 
et l'intensité i , les poses restant les mêmes. La réponse a été négative. Ces 
expériences ayant une certaine importance pliotométrique ont été reprises 
de plusieurs manières. 

a. Obtenons sans la roue, d'abord avec une pose 1 et une intensité I, 
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j)uis avec une pose (x""* et une intensité (xl, mais sur un même cliché, des 
épreuves dont nous comparerons les noirs comme il a été expliqué page F. 8, 
nous obtiendrons une série de valeurs de R. Obtenons d'abord avec une 
pose I et une intensité 1, sans la roue, puis avec une pose \ir* et la même 
intensité I, mais en interposant la roue, des épreuves caractérisées par des 
nombres IV et comparons Ret R'. Cette méthode revient à remplacer une 
diminution d'intensité dans le rapport (x par l'interposition d'une roue où 
le rapport d'un vide à la largeur d'un plein et d'un vide est (x. On voit l'in- 
térêt qu'il y aurait à ce que l'effet lumineux fût le même. Pour [x = o,5, on 
a obtenu 



H. 
IV 



I ,012, 
1,28, 



I ,o48, 
1,22, 



1,11, 
I » 29» 



1,12, 
1,20, 



1,16, 



1,11. 



Ces nombres obtenus avec des clichés différents ne sont pas comparables 
en toute rigueur; cependant on constate que R' est plus grand que R. La 
diminution d'action est plus forte quand on réduit l'effet par la roue que 
lorsqu'on modifie directement l'intensité, tout en conservant dans les deux 
cas la même somme totale d'énergie dépensée. 

b. On a essayé une démonstration plus directe. Obtenons avec une cer- 
taine pose constante et sur le même cliché des épreuves, les paires avec 
l'intensité i sans la roue, les impaires avec l'intensité (x~* et la roue. Calcu- 
lons les nombres R, il vient 



R =31,0628, i)045, 1,075, i,o34 



pour 



{X = 02. 



La moyenne des R est 1,0673 nettement au-dessus des erreurs d'expé- 
riences; la conclusion est la même que précédemment. Toutefois, on pour- 
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rait douter de Tcxaclitude de la méthode employée pour diminuer Tinten- 
silé dans un rapport donné. 

On s'est appuyé pour toutes les expériences précédentes sur la loi du 
carré des distances appliquée comme suit. En L se trouve une lampe au 
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pétrole dont le liquide «st mainlcnu à un nîvcaii constant par un vase de 
Mariolle. En AA, .\ i^iSo de la lampe, une lentille de S'" de diamètre (qui 
sous-lend donc à peine un iing;le de 2") cl de iS'"' de distance focale. EnB, 
iiu fover, un écran percé d'un petit trou; en CC le cliché. On peut à la ri- 
f^ueur faire à cette métliode les objections suivantes : 1° On compte les 
distances BD à partir du foyer des rayons lumineux B au lieu de le faire k 
partir du foyer des rayons cliimiques B,. Les erreurs sont Insignifiantes, 
surtout pour des valeurs de BD > io""; 2° la lentille déforme les cùnesdo 
rayons et donne à des cônes voisins des intensités différentes. Le cliché en 
se déplaçant est tantôt sur un cône tantôt sur l'autre; 3" les distances du 
point B aux divers points du cliché ne sont pas les mômes lorsque BD est 
petit; elles le deviennent si BD est grand. Comme la dislance qui entre 
dans l'application de la loi du carré des distances est BD, il en résulte une 
erreur (d'ailleurs très faible). De ces trois causes d'erreur, la première et la 
troisième sont dans le sens des résultats précédents; elles donneraient des 
intensités variant moins vite que le carré des distances, La deuxième est pu- 
rement accidentelle. 

c. Pour éviter ces objections, on a changé la méthode de mesure des in- 
tensités et employé des niçois. Le faisceau cylindrique émis par la lampe 
traverse un diaphragme, les niçois dont l'un est monté sur un cercle gra- 
dué cl deux lentilles qui l'étaient. Les niçois ne déviaient pas la lumière, 
ce qui est d'une importance extrême pour la précision des expériences. 

Voici les résultats pour huit clichés ; 



R = -i-i,038, +i,o83, 
La moyenne est + 



-)-i,oaa, -i-j,o58, +0,98, +j,o64, +i,oa, + 
i,o3j. I^es résultais sont encore de même sens. 



IX. Influence de la vitesse de la rouf\ — Nous avons considéré, dans 
ce qui précède, ce qui se passe pour des vitesses très grandes; nous allons 
exposer les résultats pour des vitesses variables depuis o jusqu'à la limite 
obtenue. Il serait d'ailleurs impossible de faire des vérifications numé- 
riques et de choisir entre les diverses hypothèses que l'on peut proposer 
pour expliijuer les phénomènes et que nous aurons l'occasion de discuter 
au moyen des résuUatssuivanls, par la raison que l'on doit obtenir les dif- 
férents points de la courbe (flg- 10) à l'aide de clicliés différents. 

Le nombre des interruptions sur des poses de ô"" variait de o à 180. Voici 
les valeurs trouvées pour le rapport R des déviations galvanométriques 
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[Xfur ha [Muis où le nombre des interruptions est oui et ceox où il est 20, 
io. etc. : 

Nofuhre des intfrrufitions- . . 20 4*> 90 180 

R 1*324 1,238 1,35 1.44 

Bien que non rigoureusement comparables, on voit combien ces déler- 
niinations sont régulières. On se servait pour ces expériences d*un tourne- 
broche qu'on avait le soin de remontera fond au commencement de chaque 

Fig. 10. 




expérience. Dans ces conditions, l'axe faisait un tour en GG*. On adaptait 
dessus direcleinenl avec un ccrou des roues portant 36, 24, 18, 12, 8, 
/( vides. Le rapport des vides à l'espace total était o,5. 

f)n a fait d'autres clichés avec de longues poses et en interceptant la 
lumière par un écran mù à la main. Voici les résultats pour deux clichés : 

Avec (Jeux inlerruplions. . . R = 1 ,029 | Avec cinq interruptions. . . R = i ,o65. 

On constate qu'il y a sensiblement proportionnalité; la proportionnalité 
exacte donnerait 1,072 pour le deuxième cliché. Ces résultats concordent 
absolument avec les précédents, malgré les conditions si différentes d^ob- 
tention. 

Dans ces dernières expériences, nous sommes encore loin d^une période 
assez petite pour que le noir en devienne indépendant. 

X. Etude comparathe de l'action des dU^erses couleurs. — La ques- 
tion qu'il s'agit de résoudre peut s'énoncer ainsi : Existe-t-il des différences 
spécificjucs dans Faction des différentes couleurs, ou tout se bornc-t-il à 
une question de quantité? Peut-on remplacer une certaine intensité vio- 
lette par une autre rouge sans modifier les résultats? 

On a choisi deux verres colorés, Tun violet foncé ne laissant pas passer 
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de rouge, l'aulre jaune clair, laissant passt^r le jaune et le vert, ce dernier 
assez lumineux. On inlerposail à volonté l'un ou l'autre verre devant le 
point lumineux, foyer conjug;ué de la lîaiiune d'une lampe à pétrole par 
iHpport à une lentille et plaçant le cliché à des distances variables, on 
cherchait à égaliser les effets des deux sources. La lumière violette étant 
plus active que la jaune, on plaçait le cliché à une distance petite et inva- 
riable pour obtenir les épreuves impaires et à une dislance grande et va- 
riable pour obtenir les épreuves paires. On calculait, à l'aide des quatre 
premières, quels auraient dû être les noirs des secondes et une courbe d'in- 
terpolation permettait de trouver la distance pour laquelle l'égalité des 
effets aurait été réalisée. 

Ainsi, le cliché étant placé à 220""" pour le jaune, on a trouvé que, pour 
diflërenls clichés, Tègalité était réalisée, le cliché étant placé pour le violet 
à i.'iiS""", i^i^""", 1453"*"', 1442'"", i4i3""", 1384°"°. Ces preniicres expé- 
riences montrent que, pour difi'ércntes plaques, l'égalité des effets n'est pas 
réalisée à la même distance; de m^'me que, pour la même lumière, diffé- 
rentes plaques sont très inégalement sensibles, de même le rapport des 
sensibilités pour deux lumières différentes varie aussi d'une plaque à 
l'autre; ces dernières variations sont toutefois plus faibles que les pre- 
mières. 

Ceci posé, on sait que la théorie de M. lîecquerel est la suivante : les 
rayons ont deux sortes d'actions suivant leur réfrangibilitc. Les violets sont 
excitateurs, les rouges n'excitent pas, mais continuent l'action des rayons 
violets. Ces résultats pourraient s'expliquer par ce fait, qu'une lumière peu 
intense, venant après une forte, a plus d'action que si elle l'avait précédée. 
Les rayons rouges, qui seuls n'ont aucune action ou une très faible, peuvent 
en avoir une sur la plaque insolée déjà, tout comme le ferait une faible in- 
tensité violette. Mais voici des expériences plus directes : 

Plaçant les clichés à la distance de 220*"" pour le jaune et i4a5°'" pour 
le violet, superposons les actions en les inlerverlissanl. Posons ij* dans 
le jaune, puis i5' dans le violet pour l'épreuve 1 , i5' dans le violet et i5' 
dans le jaune pour l'épreuve 2, etc., et comparons les résultats. On a 
obtenu, pour trois clichés, 

p = + o,o33, -+-0,000, -Ho,o4a; 

le signe -I- indiquant que l'action a été plus vive, c'est-à-dire le noir plus 
fort, aux points où le rouge avait posé d'abord, ce qui est en contradiction 
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avec la ihéoric de M. Becquerel, mais s'expliquerait très bien de la manière 
ïiuivante. On a %'ii que la distance où il y avait égalité entre les actions du 
verre jaune et du verre violet est variable et a passé, pour les clïcbés cités 
ci-dessus, de i38-i"™ à i^iSS'"", entre lesquelles positions l'intensité varie, 
d'après la loi du carré des distances, de plus de o, i de sa valeur. A la dis- 
tance invariable choisie, i^^j""", le violet peut être plus ou moins intense 
que le jaune ou égal pour les clicbés sur lesquels on a opéré. Il suflit que 
pour les clicliés donnant un p >■ <>, on le suppose plus faible et égal pour le 
cliché donnant un p nul, pour que les observations V expliquent parfaite- 
ment les résultats obtenus. 



\!. Du renversement. — Nous avons vu que la courbe des noirs api-ès 
une portion concave vers le haut monte reclî ligne ment vers les noirs in- 
tenses : nous n'avons rien préjugé sur la forme de la courbe. L'expérience 
rnonlre que, si la durée des poses devient considérable, le noir passe par un 
maximum, décroît pour croître de nouveau dans certains cas. Voici en quels 
termes le phénomène est décrit par M. Janssen (Comptes rendus, l. XCI). 
On obtient : 

o t" Une image négative ordinaire; a" un premier état neutre : la plaque 
devient uniformément obscure sous l'action du révélateur; 3" une image 
positive qui succède au premier étal neutre; /(" un second état neutre, op- 
posé au premier et où la plaque devient uniformément claire par l'acliou 
du révélateur; 5° une deuxième image négative, semblable à l'image néga- 
tive ordinaire, mais en difTérant par les états intermédiaires dont elle en est 
séparée et par l'énorme différence d'intensité lumineuse qui est nécessaire 
pour l'obtenir; 6" un troisième état neutre où l'image négative du second 
ordre a disparu et se trouve remplacée par une teinte uniforme. » 

On a d'abord cherché à préciser cette description en construisant la 
eoin'he des noirs. On ne peut plus utiliser directement la pile, les noirs sont 
trop intenses; on a dft se servir des clicbés pour en obtenir d'autres qui ont 
pu être directement étudiés. On a fait poser, par exemple, une bougie à lo"" 
delà plaque. Le noir augmente d'abord avec une extrême rapidité; au bout 
de a" ou est déjà tout près du maximum; la courbe reste alors longtemps 
presque liorizonLale, puis baisse lentement et presque indéOniment. Ou a 
pu poser plusieurs heures sans trouver un minimum. Les expériences sont 
délicates, car, à cause des phénomènes d'irradiation, on doit se servir de 
plaipics différentes dont les propriétés sont très variables. Pour constater 
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sûrement la position du maximum, if est bon d'opérer comme suit : on fait 
poser la plaque entière, 5™ par exemple; on en recouvre une partie avec un 
diaphragme et l'on donne une nouvelle pose de lo"; IVspace qui a doux fois 
posé se détache en foncé ou en clair sur le reste de la plaque ; à la condition 
de regarder la plaque au jour, en la plaçant sur un grand carton dans le- 
quel on a fait un trou, afin de se protéger contre la lumière, l'œil distingua 
alors les moindres difTércnces. Ici nous n'avons trouvé qu'un maximum; 
en opérant avec le soleil on obtient la courbe suivante. 

Les abscisses rcpréscnlenl des secondes; les plaques posaient au grand so- 
leil d'un jour très pur (septembre), sans interposition d'aucune lentille ; elles 
étaient développées au fer. La courbe des noirs à réchclle employée monte 
presque verticalement, passe par un maximum où elle doit probablement 
présenter la forme de X&fig. i, puis redescend; après une seconde de pose, 
on a dépassé le maximum. Mais la courbe présente un minimum vers 8', 
après quoi elle remonte d'abord brusquement, ensuite très lentement; on 
a continué l'expérience jusqu'à 3qo*, On n'a pas représenté la première 



partie de la courbe. 11 est facile de s'expliquer en détail les lois de M. Jans- 
scn. En effet, il faisait poser des objets très lumineux et dont le rapport des 
intensités ne devait pas différer beaucoup de l'unité. Les divers noirs cor- 
respondant aux divers points de l'objet auraient été à peu près les mêmes 
si, avec une intensité constante, les poses eussent varié dans le même rap- 
port. Pour déterminer les effets obtenus, il suffit de faire glisser sur l'axe 
des temps de la courbe une petite droite dont la longueur soit proportion- 
nelle à sa distance à l'origine et de voir le rapport des intensités pour les 
bouts de la droite. Les lois de M. Janssen s'ensuivent immédiatement si 
l'on remarque que Và/ig. i pour le maximum doit présenter la forme en 
plateau de la courbe (i). 

foc. rfe T. - viii. F.4 
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Bien que, aux trois points A, B, C, le noir soit devenu le même, il serait 
faux de dire que « la lumière détruit peu à peu son travail primitif, et la 
surface sensible peut même, en quelque sorte, revenir à son état premier et 
être capable alors de recevoir une nouvelle impression. » (Londe, Traité pra- 
tique de déi^eloppement, p. 74). Les Ungenles aux trois points sont inégales. 

puisque le -^ positif en A et C est négatif en B. La plaque pour ces trois 

noirs égaux est dans un étal tout à fait différent. De plus, ce minimum est 
très loin d'être égal à i. 

D'ailleurs ces remarques vont se préciser par la suite. 

Xll. Intensité constante. Cas où fiât reste constant. — Rapportons 
les courbes à des abscisses d'égale énergie. Nous savons, d'après les expé- 
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rienceslV,(juc, pour de faibles énergies dépensées, les courbes ne coïncident 
pas; celle qui correspond à la plus grande intensité est au-dessus de celle 
dont rintcnsité est plus faible et la pose la plus longue. Les courbes conti- 
nuent-elles dans cette position relative et comment les maxima respectifs 
sont-ils disposés? 

L'expérience apprend que les courbes ne se coupent pas et que les maxima 
ne correspondent pas à la même ordonnée. L'abscisse du maximum décroît 
avec l'intensité. Pour le montrer, on s'est servi de la lampe à pétrole et 
Ton disposait les clichés à des distances variables, mais assez grandes (su- 
périeures à 5o*^™) pour que la loi du carré soit sensiblement exacte. On fait 
poser les clichés dans des boites percées de trous. La première laissait à dé- 
couvert un cercle de 3*^™, 5 de diamètre, la seconde un cercle concentrique 



à 

/ 



ÈTIÎDE DES ACTIONS PHOTOGRAPHIQUES. F. 37 

de a™" de diamètre. On faisall successivement poser le ^rand cercle (pose 
totale PT) et le petit (pose partielle PP), et l'on constatait s'il y avait on 
non renversement. Des expériences préliminaires déterminaient préalable- 




ment, d'une manière approximative, les conditions d'obtention du noir 
maximum. Les résultats ont toujours été les mêmes sur un grand nombre 
de clichés. Quand il y avait renversement pour une certaine intensité, il y 
avait toujours renversement pour une intensité moindre à énergie égale. 
Les expériences ont été poussées jusqu'à cinq heures de pose. 

?-xemple : à 5o"", PT=PP = 8'° donne, pour les plaques Lumière 
bleues et la lampe à pétrole (grand modèle, niveau constant, flamme de 
2™ de hauteur à peu près), un renversement à peine indiqué. A 200"°, 
PT = PP = 2''8" donne un renversement très net. 

Pour montrer que les courbes ne se coupent pas, on a fait sur les deux 
moitiés d'une plaque des poses d'égale énergie. Ces clichés, beaucoup trop 
noirs pour être étudiés directement à la pile thermoélectrique, servaient à 
en obtenir d'autres disposés avec leurs sept épreuves, comme il a été expli- 
qué, et dps noirs tels qu'on les pouvait étudier à la pile. On a toujours 
trouvé un noir d'autant plus faible que rinlensilé était plus faible à 
énergie constante. 

Les courbes sont donc bien comme l'indique la Ggure. 

On peut corroborer ces résultats par d'autres mesures. On a étudié le 
rapport des noirs donnés par ces derniers clichés. Sans attribuer à ces me- 
sures une précision qu'elles n'ont pas, car le rapport des noirs, dans ces cli- 
chés, n'est pas égal au rapport des clichés primitifs, les nombres trouvés 
sont instructifs. En voici quelques-uns : 
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Clichés à 5o*^™ cl loo^™ : 

Rapport des intensités i:4; 

Poses... 2°™et8°», R = i,23; 4™eti6"™, R==i,35; 8»et32», Riz:i,46. 

Clichés à 75*^" et 125*^"" : 

Rapport des intensités 9:a5; 

Poses... 4"»5et i2"™,5, R= i,i5; 9™ et 25", R= 1,29; i8"el5o"*, R = 1,44- 

De plus, le noir pour les diverses poses restait sensiblement constant pour 
les distances 100^'" et i25^°*; pour ces intensités, on était parvenu au maxi- 
mum; il auj2^mentait donc pour les distances 5o*^™ et 75*^™, puisque le rap- 
port R est croissant. Donc, pour ces distances, on n'était pas encore au 
maximum, et en eflet, pour la distance 5o^", le maximum doit être seule- 
ment réalisé pour 8™, ainsi que d'autres expériences l'ont montré. 

XIII. Poses interverties. — Nous avons vu (V) qu'une faible intensité, 
venant après une forte, a plus d'action que si elle la précède. Ce phénomène 
est très net pour le renversement. Voici une expérience comme exemple. 

Les clichés recevaient à 5o*^™ une pose de 5" et une pose de 3i"i5* à 
1 25*^". On a fait les combinaisons et obtenu les résultats suivants : 

50'-. 125«-. 
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Ainsi, alors qu'une pose de 5™ à 5o*^", venant après une pose égale, ne 
produisait rien, une pose de 3i™i5*à i25*^", qui correspond à la même 
énergie, produit un renversement. Il semblerait que la plaque amenée en A 
par la première pose passât en B au début de la seconde et que le point 
figuratif n'eût plus qu'à descendre ensuite le long de BC. Mais ce serait là 
une explication très insuffisante, car rien ne prouve que les points A et B 
de même noir correspondent à un même état de la plaque; le contraire est 
même plus probable. Ce mode d'explication ne pourrait pas servir pour 
les expériences V. La cause de ces phénomènes sera plus loin définie. 
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XIV. Poses interrompues. — Nous avons vu (VIII) que, si une intensité 
constante I traverse une roue dentée dans laquelle le rapport des vides à 
la surface totale fi est, par exemple, o, 2, le noir produit par une pose de 
durée / est loin d'être aussi fort que le noir produit sans roue par la même 
intensité et une pose cinq fois plus faible. L'intensité I, à travers une roue 
au cinquième, a même un effet moindre que l'intensité ï/5 constante, iiu 
moins pour des vitesses assez grandes, Nous avons vu plus haut (XU) qu'à 
énergie constante, quand on diminue l'inlensité, on rapproche do l'axe des 
noirs l'ordonnée du maximum. Le même eiïet se produit avec la roue. 

Ainsi, à So"™ : 

Roue au cinquième. Sans roue PT ^ PP ^ 8" Inversion très faible. 

Avec roue PT — PP = ^o™ Beaucoup plus nelie. 



Il y avait à la minute ;'|000 interruptions à peu près. 
De mémo, à So*^" : 



Sans roue . . 
Avec roue. , 



PT = PP^î'", Rien. 

PP — PT — m". Renversement. 



De plus, les clichés sont toujours plus clairs avec la roue que sans la roue 
à énergie égale, absolument comme si l'on avait diminue l'intensité en lais- 
sant l'énergie égale- 

XV. Étude comparative des différenlcs couleurs. — Il s'agit de revenir 
sur la question posée au § X et dont la solution a été laissée pendante. Si l'on 
pouvait introduire séparément les radiations de diverses réfrangibîlités 
dans les équations fondamentales qui servent à représenter les phénomènes 
précédents, en remplaçant I par un terme de la formel, 1,-h ft^lj-f-... pour 
deux systèmes de ladîalitvns [I, Ij. . . et I', 1^. . ., tels que l'on ait 

/',!, + (-,!,-(--.. =6; i; + b\i\-fr..., 

tous les phénomènes devraionl être identiques. Et en particulier le renverse- 
ment devrait se produire au bout d'un même temps de pose. Réciproquement, 
dans ces hypothèses, si te maximum a lieu pour le même temps de pose, 
tous les autres phénomènes sont identiques. Parlant de là, on a cherché à 
produire, dans le même temps, le renversement avec de la lumière blanche 
(lumière ordinaire de la lampe) et la même lumière ayant traversé un verre 
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jaune ne laissant passer que le jaune et le vert. On a trouvé que, le cliché 
sous le verre jaune étant placé à i5*^™ de la lampe, le renversement se faisait 
certainement plus tôt que pour la lumière blanche, le cliché étant placé à 
200**". Certainement, au point de vue du renversement, la lumière blanche 
n'était pas i8o fois plus intense que la jaune. Ceci posé, il résulte des 
hypothèses que la lumière blanche à 200*^™ doit produire moins d'effet que 
la jaune à i5*^". L'expérience dément complètement ces conclusions. 

Pour le renversement de la lumière jaune, il fallait S^'So". La lumière 
était très faible. 

On a d'abord essayé si, pour des poses courtes, les noirs seraient égaux. 
Le cliché étant à i5"" pour le jaune, à 200*^™ pour le blanc, on a obtenu en 
5*, sur le même cliché, des épreuves dont on pouvait facilement comparer 
les noirs; la lumière blanche donnait des noirs beaucoup plus intenses. 

On a ensuite comparé les effets de renversement sur des clichés qui 
avaient posé leurs poses totales (PT) à 5o*^™ pendant 6™ en lumière blanche. 
Les PP étaient de 3o™ en lumière jaune à i5*^™eten lumière blanche à 200*^™. 
La dernière donnait le renversement, la première ne le faisait pas. Les 
expériences recommencées avec une PT de 10" ont donné les mêmes 
résultats. 
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SECONDE PARTIE. 

ÉTUDE THÉORIQUE. 



Théorie de Vaction lumineuse. 

Bien que nos résultats expérimentaux ne nous permettent aucune véri- 
fication numérique, ce serait une erreur de croire qu'on ne puisse s'en 
servir pour essayer une théorie de l'action lumineuse; car la forme des 
équations différentielles qui représentent un phénomène peut être déter- 
minée, sans qu'on ait besoin de préciser la valeur des coefficients numé- 
riques. Nous allons chercher quel degré de complication minimum on est 
forcé d'admettre dans les équations diff*érentielles pour qu'elles ne soient 
pas contradictoires avec les résultats obtenus. Nous partirons donc des 
plus simples et nous les généraliserons jusqu'à ce qu'elles renferment tous 
les faits à expliquer. 

Soit I l'intensité lumineuse donnée en fonction du temps I =/(/) (i). 

Soient af, ...,a;, des quantités en nombre n suffisant pour fixer sans 
ambiguïté l'état d'une plaque après l'action lumineuse. Ce sont, par 
exemple, les poids de bromure d'argent susceptibles d'être ultérieurement 
transformés par un certain réactif dans les divers composés A,, ..., A„. Les 
quantités a,, ..., a„sont supposées indépendantes; si Ton veut, les réactions 
chimiques d'où résulte la formation des composés A ne sont liées par au- 
cune équation nécessaire. 

L'hypothèse la plus simple consiste à poser que la variation des a, , . . . , a^,, 
pendant le temps dt et sous l'action d'une intensité I, est une fonction de 
cette intensité et de l'état de la plaque et qu'elle ne dépend pas de la ma- 
nière suivant laquelle les a,, ..., «;, ont pris leurs valeurs actuelles. Nous 
aurons donc les deux systèmes d'équations 

dcix ,, . 

(1) I=/(0, (2) 

dan , , . 
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La connaissance do ces deux systèmes entraîne la solution du problème; 
car il suffît de transporter Tcquation (i) dans (2), d'intèj^er (2), de dé- 
terminer les constantes par la condition que, pour / = o, les a,, . .. , a^, 
prennent des valeurs a|o, ..., a,,© 7 q"i généralement ne sont pas nulles. 

Définition du noir. 

Les quantités a,, ..., a„ ne sont pas susceptibles de mesures directes; 
on ne les atteint qu'en agissant sur la plaque par un réactif qui la détruit; 
il se produit, par exemple, une couche plus ou moins opaque, dont on 
détermine le noir N,. Ce noir ne dépend que de l'état de la plaque, du 
réactif employé et de son mode d'emploi. Pour un mode d'emploi donné, 
on a 

avec la condition imposée par la définition des noirs o = F| (a,o, ..., a«o)- 
Mais la réciproque n'est pas vraie; le noir ne détermine pas complète- 
ment l'état de la plaque avant le développement. Soit arbitrairement 
I ==/(/); le système (2) donne 

a,:^^,{t), ... et N, = F, [•>};, (0^î(0, •..], 

équation complètement déterminée. 

Résolvant par rapport à /, on tire plusieurs valeurs de / pour un même 
N,. De même, pour toute autre fonction I =/(/). Il y a donc une infinité 
d'états de la plaque qui correspondent au même noir. 

Les développements différents sont caractérisés par des fonctions F dif- 
férentes, où la durée du développement entre comme paramètre. A l'aide 
de deux développements différents, on peut savoir si le nombre des a est 
ou non supérieur à l'unité. Car Fj et F^ étant des fonctions distinctes, l'une 
peut rester constante quand l'autre varie, à moins que n = \^ auquel cas, 
F< restant constante, F^ l'est aussi. 

Soit /i > I , la variation du noir pendant le temps A/ ne dépend pas seu- 
lement du noir N, qu'on aurait obtenu en développant la plaque au début 
de l'intervalle A^ et de l'intensité I au temps /. Car on a 
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donc la variation <^\, ne dépend pas seiilemenl do la valeur N,. Si « = i, 
F, et — ne dépendent que do T et de a,, -~ ne dépend que de i\,. En ce 
cas, rhypollièse fondamenlale, qui a conduit au système (2), est directo- 
nient applicable au noir. 



Cas d'uni' intrn.sile nulle. 
Partant des résultats expérimentaux I, nous allons moiitror que Ton a 






...«„) = 



ou plus généralement que les 9^(0, a,, ... , a„) sont cxcossivomcul petits, 
quelles que soient les valeurs des variables. 

On sait que les noirs sont sensiblement les mêmes, quand le développe- 
ment est fait plusieurs mois après la pose, ou quand il est fait iramèdiate- 
menl. Nous sommes donc certains, ou bien que la condition précédente est 
satisfaite, ou bien que si elle ne l'est pas au moment m^me où la lumière 
est interceptée, elle le devient un temps très court après : tout au plus 
pouvons-nous supposer que les décompositions ne s'arrêtent pas brusque- 
ment, mais tendent rapidement vers un état asymploliquo. Colle liypo- 
thése est fausse, dans nos hypothèses. 

Car soient a,, . . . , a„ les valeurs des variables au moiiionl 011 la lumière 
est interceptée, a\, . . ., à^^ les valeurs asymptoliquos, nous aurions par 
hypothèse 

?«(«i c.,)lo el 9,{«;. ...,0=0. 

Mais rien n'enipôcho que nous ne recommencions l'expérience en choi- 
sissant la fonction (i) I :=/{t), pour qu'au moment où la lumière est inter- 
ceptée, les valeurs des variables soient précisément «',,..., a^, et nous 
devions avoir dans ce cas 

ce qui est conlradicloiro. Donc, nous pouvons admettre que, dès le moment 



, rfni 



m immédiatement nulles 



de l'inlorruplion, les variations - 
ou très petites; ou, ce qui revient au mémo, que la plaque reste dès ce mo- 
ment indéHnimenl dans le même étal, ou dans un étal peu difFérent. En 
tous cas, des résultats I et du système (2) on peut conclure que, aussitôt 
Fac. de r. - vni. F,5 
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après rinterniption de la liiniière, la plaque ne passe pas rapidement vers 
un état asymptotiquc sensiblement différent de celui qu'elle possédait au 
moment de l'interruption. 

Influence des interruptions de la lumière. 

De ce qui précède, il suit que les interruptions de la lumière n'ont aucune 
influence sur le noir obtenu. En particulier, si la lumière est constante d'in- 
tensité, on peut remplacer une pose de soixante secondes par soixante 
})oses de une seconde, espacées comme on voudra. Car, pendant Tinter- 
ruption, les variables «,,...,«;, conservent la valeur qu'elles avaient au dé- 
l)ut de l'interruption; donc, à la reprise de Faction lumineuse, tout se 
passe comme si elle n'avait pas cessé. Or, nous savons, d'après les résultats 
expérimentaux VI, VII, VIII, qu'il n'en est pas ainsi; qu'au contraire les 
interruptions ont une influence considérable. Donc, le système (2) n'est 
certainement pas assez général et ne peut représenter les phénomènes, 
quel que soit le nombre des variables qu'on y suppose. 

Généralisation du système (2). 

Le système (2) exprime que la variation des a, , . . . ,a;, pendant le temps 
dt ne dépend que de l'intensité actuelle de la lumière et non des états an- 
térieurs. Nous sommes donc conduits à poser que les décompositions au 
temps / sont fonction de l'intensité lumineuse au temps /, et des intensités 
aux époques antérieures à /,. 

L'hypothèse la plus simple consiste à admettre que les décompositions 
sont fonction d'une variable /, que pour abréger nous désignerons sous le 
nom iVagitaiion, la valeur de i au temps /< dépendant des valeurs de I à 
toutes les époques antérieures à /,. Mais, comme les intensités antérieures 
à /, doivent avoir une importance d'autant plus faible qu'elles précèdent 
plus, nous introduirons un coefficient d'extinction et poserons 



(3) 



1= r*Q(i)e-YV9, 



avec la condition / = /, — 0. 
Soit d'abord Q(I) = rtI, d'où 

(4) i= f'ale-y'^dO. 
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Système fondamentaL 
Il revient au même de poser 

(3') g=Q(I)_y^ OU (V) '^=:al-y/. 

On le vérifie immédiatement en diffcrentiant (3) ou (4) pai' rapport aux 
limites. 

En nous bornant donc aux hypothèses les plus simples, nous essayerons, 
pour représenter les phénomènes, le système suivant : 

(,) l=/(0, (3') ^^=Q(l)-y£ ou (V) J-al--//. 



dt 
(5) 



= *i(^ ^i> .••>««)♦ 






dt 

La connaissance du système (5) et de la fonction I =/(t) cnlrahie la 
solution du problème. Transportant cette valeur de I dans (3'), intégrant, 
déterminant la constante par la condition que l'agitation soit nulle au mo- 
ment où la lumière commence à agir, on trouve l'agitation en fonction du 
temps /=/,(/). On transporte cette valeur dans le système (j), on in- 
tègre, on détermine les constantes en posant que, pour / = o, les quantités 
a,, . . . , a^} prennent des valeurs a^o? • • • ? ^«o ^pi généralement ne sont pas 
nulles. 

On peut interpréter ces équations par la comparaison suivante. Imagi- 
nons devant un foyer ardent un système de corps S susceptibles d'être dé- 
composés par la chaleur, en une série d'autres corps dont l'existence simul- 
tanée puisse avoir de l'influence sur la vitesse des décompositions. Le foyer 
émet des radiations absorbées en partie par le système S suivant l'état actuel 
des décompositions ; la température est limitée par une dissipation d'énergie 
sous forme quelconque. Soit T cette température, a,, . . . ^a^ des variables 
qui définissent l'état du système S. Remarquant que le refroidissement 
comme réchauffement dépend de l'état de la plaque, on peut poser A, 
/i ,...,/;„ Y étant des fonctions à déterminer, I, , . . . , I,,, les intensités des di- 
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verses radiations, 

^^ i f/ / I ^^\ / ( 1 ^^«\ i T^'\ 

dont l'équation (3) n'est qu'une forme particulière. 

Mais, d'après l'hypothèse faite sur les décompositions, on peut poser 

Le système précédent de n -h i équations diflcrentielles, résout complète- 
ment la question des décompositions par la chaleur dans le système S. 
L'idée fondamentale de la théorie qu'on va développer consiste à trans- 
porter cette notion de température aux radiations chimiques, et d'imaginer 
une sorte de température chimique que, pour ne rien préciser, nous appel- 
lerons agitation . 

Etude du système ( 5 ) pour une agitation nulle. 

Supposons qu'au temps /©j l'agitation soit i^ et que la lumière soit inter- 
ceptée, l'agitation ne cesse pas immédiatement ; elle diminue suivant l'équa- 

tion -7- = — y/, c'est-à-dire suivant la loi i = i^e'^^^^^^^K Le rapport f/i'o di- 
minue rapidement; on a par exemple 

7 ( ^ — ^0 ) « < 2 3 4 

iji^ I o,368 o,i35 o,o5o o,oi8 

Après un temps t dont la durée dépend de y, l'agitation reste inférieure 
à une quantité très petite t. Les décompositions au temps > /o"*-'^ sont 
données par le système (5) avec la condition i<^ e. Dans ces conditions, si 
Ton a $a(^7 ^'n ""i ^n) <C £m il viendra pratiquement, si £, est suffisamment 
petit, a, = const. ,...,«„ = const. ; le noir est le même, que le développe- 
ment ait lieu au temps peu différent de /« -h t ou beaucoup plus tard. 

Réciproquement, dans cette dernière hypothèse, $a('> ^n • • • ? ^/i)> avec 
la condition i <i £, sont pratiquement nuls; car résolvons le système (5), 
exprimons les rz,, . . . ,«„ en fonction du temps, substituons dans 
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qui est par hypothèse constant quel que soit ; il en résulte nécessairement 
pour les a, des valeurs constantes. Or, l'expérience montre que le noir est 
le même, au moins très sensiblement, que le cliché soit développé quelques 
instants ou quelques mois après la pose. Donc, les $*(«, «n • • • 5 ^n) sont plus 
petits qu'une quantité £< très petite, dès que i est <; £, qui est elle-même 
petite. 

Cas ou la fonction I =f(^t) se réduit à une constante. 

La pose commence au temps o et finit au temps /,. L'agitation est don- 
née jusqu'au temps /| par la formule 



Fig. i'|, 




A partir du temps /,, l'intensité redevient nulle. L'agitation est régie 
par la loi 

£ = Q(I)(i — e-Y'.)e-Y('-'.). 

Ces formules sont construites ci-contre. 
On a 



i-e-r'.)i, 






La somme des agitations est, à un facteur près, égale à l'énergie dispensée; 
mais la distribution des agitations dans le temps est loin d'être constante. 
Soit la durée pendant laquelle l'agitation a une valeur non négligeable. 
Le rapport 0//| est très grand pour des poses courtes; il décroît rapidement 
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et dovionL sensiblement égal à l'unité pour des poses croissantes. La valeur 
moyenne de ragîtalion est donc très petite pour des poses courtes, croît 
rapidement et reste constante pour des poses longues. 

Représentons les noirs tels qu'on les obtiendrait en supposant le déve- 
loppement elTectué instantanément nu temps / porté en abscisse. D'ajin-s 
les propriétés des fonctions 4>(o, a,, .. .,a„), la courbe des noirs [lart liori- 




zontalement de l'origine, passe en un certain point B correspondant an 
temps /, auquel ta lumière cesse de passer. Mais, l'agitation ne devenant 
pas immédiatement nulle, la courbe des noirs aboutit au point B', situé au- 
dessus de B. Pour une autre pose l^, la courbe se confond d'abord avec la 
branche Alï, poursuit jusqu'en C et aboutit en C. La courbe des noirs est 
donc A'B'C 

Si la courbe ABC part certainement normalement à l'axe des noirs, elle 
ne re|»résente pas la courbe de noirs telle que la donne l'expérience, puis- 
qu'à ta fin de In pose l'agitation ne devient pas nulle en même tenqis (jue 
l'intensité; le noir progrosse encore et ne s'arrête qu'en un point de la 
courbe AB'C; donc il n'est plus nécessaire que celle-ci parte horizontale- 
ment. 

Mais l'expérience montrant que ce fait est très réel, nous pouvons en 
cbercber l'explication, soit dans la forme des équations (5), soit dans la 
forme des équations qui donnent le noir. 

Développons ici cette dernière explication. 

L'expérience montre ([u'un cliché n'est pas une lame absorbante homo- 
gène, mais que, vu au microscope, il apparaît comme granuleux, tel qu'un 
écran percé de trous; les grains sont opaques sous une très faible épaisseur. 
De plus, si l'on fait des clichés avec des poses croissantes, on remarque qu'il 
se produit une sorte de précipitation irrégulière autour de centres de dé- 
composition qui existent déjà pour une pose nulle et qu'en môme temps 
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car toute autre hypothèse entraînerait une relation entre F et $, , *a, . 
qui doivent rester indépendantes; d'où, enfln, 



(6) 

en posant 



'■X.(«L a-). 

— idt^du. 



<' 



Résolvant le système (G), on peut écrire 

«,-T,,(«) N,= H(«) 

avec la condition o = H(o). L'état de la plaque et le noir ne dépendent 
que de la somme des agitations. Calculons cette somme : nous avons géné- 
ralement 

(3') ^=0(l)-y.i 

faisons l'intégration pour i entre o et co et pour I entre o et /, ; il vient 
J iclt = y-'J"Q{l)dl. 
Posons 

Q(l) = al-b\' et Ç'ydt = C. 

C est l'énergie totale dépensée. II vient 

(7) ii~f idt — y-'aC — y-^bÇ Vdt. 

Conséquences. — Si 6 est nul, la somme u des agitations est propor- 
tionnelle à l'énergie c dépensée : or, nous avons vu que le noir n'est pas 
proportionnel à l'énergie dépensée. Donc, ou la forme (6) du système (5) 
ou la forme (4') de l'équation (3') esta rejeter. 

Prenons donc la forme (7) plus générale et supposons, comme dans les 
expériences, I constant. U vient, pour la somme des agitations, 

y->aC-y-'bU = y-'i:{n-b\). 

Pour une énergie constante, l'expérience montre que le noir croît avec I ; 
donc b est négatif. 
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Forme possible du système (5) 
On peut généralement poser 

da^ 



dt 



~ A, 7,(0 H- B, 7,(0-+- C,y,(/) -+-..., 



et les raisonnements précédents montrent que le second membre est cer- 
tainement binôme. 

Développons les fonctions y(/) suivant les puissances de i et remarquons 
(jue les $ sont nuls pour / = o ; il vient $, = P, / -h Q| /^, en nous bornant 
aux deux premiers termes. Mais on doit avoir 

c'est-à-dire 

On tire de là la condition Q, > o. 

Ainsi les expériences précédentes permettent de poser le système (5) 
sous la forme 

dai 



dt 



= P,i + Q.^\ 



(5) 



^=P,£4-Q«/% 



avec la condition Q > o. 

Retour sur la courbe des noirs avec I = const. 

Nous avons vu que, pour les poses courtes, le rapport 6//| est très grand. 
La somme des agitations est répartie sur une durée plus grande; elle est 
donc à chaque instant très petite et son carré est négligeable, quelle que 
soit l'intensité I. Le terme Qt* qui est positif disparaît pratiquement : la 
courbe AB'C aborde normalement Taxe des noirs. Quant au premier 
terme P/, nous verrons qu'il est lui-même du second ordre. 

Si, au contraire, la pose devient très longue, pendant la majeure partie 
de sa durée Tagitation est constante. Alors, pour peu que les seconds 
membres du système (5) se réduisent à une fonction quelconque de l'agi- 
lation et que les fonctions F donnant le noir soient à peu près linéaires, la 
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courbe AB'C se réduit bienlût praliqucmenl à une droite. Pour que l'agi- 
tation reste ainsi constante, lorsque l'intensité est constante, nous avons di» 
supposer constants les coefficients de l'équation (3') ou (4')' '^'^ ^^^ revient 
H supposer constantes l'absorption de l'énergie et sa dissipation. C'est pro- 
bablement vrai quand les noirs restent peu intenses et quand, par consé- 
quent, la quantité de matière transformée n'est qu'une minime partie de la 
quantité totale; si l'action de la lumière devient très prolongée, l'hypothèse 
ne saurait plus cire admissible. 



Forme prubaldc den fonctions P. 

Les expériences V permettent d'obtenir des indications sur la forme des 
fonctions P. Il faut exprimer que l'efi'et de très petites intensités est, au 
début, excessivement faible. Si P avait la forme m ■+■ ç(ai, - . ., a„) avec la 
condition f (a,a, . . ., a„a) t'i''^^ petit, m étant une constante, les équations au 
début, pour de petites intensités, seraient -^ = mi, car les seconds termes 
disparaîtraient devant les premiers. Il y aurait proportionnalité entre les 
décompositions et les agitations. On ne comprendrait pas pourquoi une 
petite intensité n'a pas le même effet au début ou après que la plaque a déjà 
posé quelque temps. 

Si au contraire les P contiennent en facteur des termes tels que —< 

les termes en i sont ainsi ramenés au deuxième ordre et les deux termes 
ont au début une importance de même grandeur. Mais pour des valeurs 

suffisamment grandes des a, les facteurs — deviennent égaux à m cl ce 

sont alors les termes du premier degré qui reprennent le rôle principal. 

Les faibles intensités au début n'ont aucun effet, car le terme en /' est 
toujours très petit et quant au terme en t, il l'est aussi à cause des coeffi- 
cients eux-mêmes très petits. Mais, venant après une action lumineuse qui 
a produit des valeurs assez grandes des a, celte même intensité doit avoir 
un effet plus grand, puisque les termes en * ont reconquis leur importance. 

Pour les grandes intensités, au contraire, les termes en Qi' comptent 
même au début; ils sont d'ailleurs positifs puisque l'on a Q >■ o. (Pour 
les tout premiers instants, qu'on se reporte page précédente). 
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Etude des dècomponilîons pour les agitations périodiques. 

Proposition. — L'agilalion (étant représentée par une fonction pério- 
dique quelconque de forme constante et de période variable assez courte, 
el les décompositions chimiques étant régies par le système (5), l'action 
lumineuse est indépendante de la période, pourvu quelle soit suffisamment 
petite. 

Ea effet, supposons que l'état caractérisé par le système des valeurs a,,..., 
a„ soit obtenu. On peut généralement poser 

^=A,„(0 + i),r,(0 + --.. 

Développant les fonctions suivant les puissances de i, on peut écrire 

P,, Q, étant des fondions de «,, a„, ne contenant pas l'agitation. Suppo- 
sons ;■ rapidement variable par rapport à l'intervalle Al, pendant lequel 
les a el, par conséquent, les P, Q, ..., conservent très sensiblement la 
même valeur. 
On a 

mais nous pouvons nous borner aux deux premiers termes. 

Donc, à la seule condition que les deux intégrales / idl et f i^dt ou 
plus généralement les intégrales y y (i)rf^ conservent la même valeur, les 
valeurs de l'agitation sont arbitraires et la décomposition reste la même. 
Par exemple, si, conservant les mêmes éléments des intégrales, on les ré- 
partit autrement (et c'est là précisément l'efl'et d'un changement dans la 
période de l'agitation, si elle est périodique), l'effet reste le même. 

Corollaire. — IVous savons, d'autrepart, que Q,>o; l'intégrale Q, / i' dt 

est donc toujours positive; de plus, sa valeur croît si l'on remplace une agi- 
tation constante par une agitation de même somme; donc Teffet est aug- 
menté, quand on remplace une agitation constante par une agitation 
périodique de même somme, puisque P fidt ne change pas et que Q fi- dt 
augmente. 
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avec l'intensité i avec la roue et l'intensité (x sans la roue. Nous sommes 
donc conduit à rejeter la forme A de l'équation (3'). 
Hypothèse B. — Soit à intégrer l'équation 



di . .fdiy 



l'intensité étant représentée parla formule (9). On a 

(^^y = 27rM;T-«[A«4-/»B«4-9C«-f-...4-A«cos«(27r/T-»-ha)-h4ABcoscos-f-...]. 

Comme le produit de deux sinus équivaut à une somme de sinus, la forme 
précédente est un terme constant suivi d'une partie périodique linéaire en 
sin et COS. On a définitivement 

al - C (~ Vrzr ^lo- 27rlî tfr-'( A«4- 4B«-f-. . .)-^ ï^, 

P étant linéaire en sin et cos. Quel que soît T, l'agitation reste périodique; 
sa valeur moyenne varie avec la durée de la période: il en est de même de 
sa forme. 

Les expériences VI écartent cette hypothèse. 

Hypothèse C. — Soit à intégrer cette équation 

di , di 
d}'=''^-'di-y'* 

l'intensité étant représentée par la formule (9). L'intégrale a la forme (10) 
avec les conditions 

a,= a— ((3-h(3i), 
en posant 

p = arc lang27rT-*y-*, ^,=r arc Iang2 7rfa-*T-*. 

Pour une valeur de y donnée et une valeur assez grande du temps, quel que 
soit T, l'agitation reste périodique; sa valeur moyenne est aloy*"', la même 
que si l'intensité était constante et égale à sa valeur moyenne I©. 
Si T devient très petit, il vient 

A,— Acya, pz=(3,r= -; 
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L'hypothèse D permet d'interpréter les faits; il en serait naturellement 
de même de toute équation plus générale qui comprendrait les termes ca- 
ractéristiques de cette hypothèse (voir comme confirmation les expé- 
riences XIV). 

Remarque. — On a vu que la décomposition croît plus vite que l'agita- 
tion, ce qui revient à poser Q > o. On trouve maintenant que l'agitation 
croît moins vite que l'intensité. Il n'y a pas là de contradiction, pas plus 
que si Ton trouvait que l'échauffemenl d'un vase par rayonnement croît 
moins vite que l'intensité du foyer à la chaleur duquel il est soumis, el ce 
fait que les tensions de vapeur croissent beaucoup plus vite que les tempé- 
ratures. Ce sont des phénomènes d'ordre différent. 

En définitive, les expériences permettent de poser les systèmes d'équation 
suivants : 

di 



(') 



I =/('). 



(3') 



= (,I_/,P_ 



(5) 






hO»*-' 



avec la condition Q > o et une forme particulière pour les P. 

Il reste encore à savoir le nombre des variables a,, . . ., a, et les modifi- 
cations k introduire si la lumière n'est plus simple. 

Nombre des variables a,, ..., a„. 



Les phénomènes du renversement nous apprennent qu'une droite paral- 
lèle à l'axe des temps coupe la courbe des noirs en trois points. Soit 



N,-F,(<7,, . 



■u) 



le noir résultant du réactif employé pour une certaine durée du développe- 
ment; N peut reprendre trois fois la même valeur et pour ces trois valeurs 
les tangentes sont différemment inclinées. 

Rappelons que dire qu'il y a une seule variable indépendante a ne signi- 
fie pas qu'il n'y a qu'un corps produit par la décomposition, mais qu'il y a 
un nombre quelconque de corps en jeu, dont les réactions sont tellement 



iiui]]i, il faiil que l'un lies facloiirs du second membre s'annule; or le pre- 
mier ne le peut pas ; il en est de iiiêiûc du second. Pour te montrer il faut re- 
venir sur la manière dont se font dans la plaque les décompositions. 

Or nous avons vu qu'il se forme d'abord des centres opaques de décom- 
position, puis que la matière opaque s'agglutine tout autour de ces centres 
jusqu'à ce que le noir atteigne une valeur considérable; puis il se produit 
une désagglulînation, soît que, suivant la même marche, des centres d'une 
seconde décomposition se forment et le corps opaque donne naissance à des 
corps plus ou moins transparents, soit que, par une décomposition inverse, 
les corps reviennent à leur état antérieur. 

It résulte nécessairement que, s'il n'existe qu'une seule variable indépen- 
dante, c'est-à-dire qu'une réaction possible, plus la décomposition est avan- 
cée, plus la plaque est opaque. On peut poser y- >■ o et -, — = o seulement 

comme valeur asymptotique pour a, très grand. Dans l'expression delà 
variation du noir avec le temps, nous avons montré que les deux facteurs 
ne peuvent s'annuler, donc leur produit ne le peut, donc le noir ne peut 
passer par un maximum. Donc il existe plus d'un système de réactions indé- 
pendantes; deux variables a, et a.j sont au moins nécessaires; le premier 
système de réactions donne des corps tout à fait opaques, le second des 
corps presque transparents. 

On parvient à la même conclusion pour le daguerréotype. La première 
partie du raisonnement subsiste sans changement; quant à la seconde, il 
faut remarquer que le noir a une définition très complexe; car les diffé- 
rences d'aspect de la plaque proviennent de phénomènes compliqués de 
réflexion métallique; mais quelle que soit la nature de la couche déposée, 
supposée de nature invariable, les phénomènes de réflexion métallique va- 
rient dans le même sens vers un état asymptotique, quand elle croit, et l'on 
peut encore poser — >■ o. 
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radiations. 



Exisle-t-il des difl"érences spécifiques entre les diverses radiations, ou 
tout se borne-t-il à une question de coefficients? 

Si la dernière hypothèse est exacte, on peut introduire séparément les 
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radiations de diverses réfrangibilitéa dans le système (3), en remplaçant 
le terme I par un terme de la forme 6, 1, 4- /'ala-)-. . ., b, étant des coefii- 
cients numériques, 1,,!^, .. . les intensités des diverses radiations, ou par une 
inlégraie équivalente si les ft,, . ..,i^ sont continus. 

Cette hypotlièse consiste donc à chercher la cause des différences de 
l'effet des diverses radiations dans la forme de l'équation (3'). Les expé- 
riences X ne permettent pas de la rejeter ; les expériences XV nous montrent 
qu'elle n'est pas surnsanlc. 

On peut alors généraliser de deux façons : on peut supposer que l'agita- 
lion I, n'est pas unique et que chaque radiation produit une agitation spé- 
ciale; il faut éviter d'introduire une hypothèse aussi vague; on peut ensuite 
faire porter la généralisation, non plus sur le système (5), mais sur le sys- 
tème (3'), en admettant que les coefficients ù,, ... sont fonction de l'état 
de la plaque et, par conséquent, des a,, . . ., a„, .... De sorte que l'action 
de radiations données n'est pas constante; elles n'influent pas de la même 
façon sur l'agitation suivant l'état de la plaque : il en résulte que la forme 
de la courbe des noirs, pour une intensité constante, est toute différente 
suivant la radiation étudiée, et de raéme pour deux radiations dont les 
courbes se confondraient au début, ou dont les maxima auraient même 
abscisse : les effets seraient tout différents pour d'autres conditions. On 
s'explique aussi conmient au début, pour des noirs peu intenses, l'iiypo- 
thèse que les b sont constants est suffisante. 

S'il en est ainsi, la question de savoir si les rayons peu réfrangibles sont 
continuateurs ou non perd totalement son intérêt; suivant les cas, ils sem- 
blent avoir plus ou moins d'effet que les rayons très réfrangibles; cela 
dépend des conditions initiales, c'est-à-dire des a,, a, au début de leur 
action. 

Celte explication ne contredit en rien celle donnée page F. 23. Là, nous 
nous sommes appuyé, comme à lapagcF.43, sur la formedes équations (5); 
ici nous supposons une forme donnée du système (V); les deux circon- 
stances peuvent se présenter à la fois. 
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ConclusioUf 

En définitive, on peut représenter tous les phénomènes à l'aide du sys- 
tème 

(I) l=/(0, (3') j^:^lb,\,-h{lb,\,y^yi, 

5L^ = P,i-+-Q,i\ 

Les fonctions Q,, Qa sont positives, et les fonctions P,, P^ comportent des 

facteurs de la forme — ^— ^ > a, étant la variable correspondant à la réac- 

/Il -+- a, ^ 

tion qui fournit les composés opaques. 
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D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTŒLLES DU PREMIER ORDRE 

QUI ONT DES SYSTÈMES FONDAMENTAUX D'INTÉGRALES, 

PAR M. E. VESSIOT, 

Chargé de Cours à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



Dans un précédent travail ('), nous avons étudié les équations du pre- 
mier ordre qui ont des systèmes fondamentaux d'intégrales; il s'agit ici 
des systèmes d'équations différentielles du premier ordre possédant la 
même propriété, c'est-à-dire des systèmes 

clxt 
(i) — zz: J,(j:'„ . . .,x„, t) (/ = i,a, ...,/i), 

dont l'intégrale générale peut se mettre sous la forme 

oixx^^^ ...,x,„; ...; Xp^^ ...,^/»n sont /? intégrales particulières quelconques 
formant ce que l'on peut appeler un système fondamental^ où c,, . . ., ^n 
sont les constantes d'intégration, et où la forme des fonctions $, est indé- 
pendante du système fondamental d'intégrales qui y figure. Il peut arriver 
du reste, comme l'a fait remarquer M. Lie (^), qu'à un système (i) cor- 
responde une infinité de systèmes de formules (2), le plus général dé- 
pendant de fonctions arbitraires, 

Se bornant au cas où il n'y a qu'un seul système de formules (2), 
M. Guldberg (') a montré qu'on peut appliquer aux systèmes (i) consi- 
dérés la méthode qui m'avait servi pour une seule équation, et qu'alors le 
nombre/) ne peut dépasser n -h 2. J'en conclus, peu après (*), que ces sys- 



(*) Annales de VÉcole Normale, 1893. 
(«) Comptes rendus, t. CXVI, p, i233. 
(») Ibid., p, 964. 
{^)Ibid.,i. CXVI, p. II 12. 
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Icmes appartenaient à une classe très remarquable introduite dans la Science 
par M. Lie, et que nous proposons d'appeler systèmes de Lie. Ce sont les 
systèmes de la forme 



(3) ^^ — ^(fjit)ljiijr^,,..,x„) («= i,a, ...yn\ 



on les fonctions ^ji{x) sont les coefficients de r transformations infinitési- 
males définissant un groupe fini continu de transformations 



i=l 



Nous appellerons aussi équation de Lie réc]uation linéaire aux dérivées 
partielles qui équivaut au système de Lie 

r 

(>) ^-^2^>y(0X>/ = o. 

Dans la Note déjà citée, M. Lie annonçait enfin que, dans le cas le plus 
général, la classe des systèmes (i), possédant des systèmes fondamentaux 
d'intégrales, se confond avec celle des systèmes de la forme (3). M. Lie 
rappelait en môme temps que, dans son célèbre Mémoire du tome XXV 
des Mathcmatische Annalen (*), il avait esquissé une théorie de l'intégra- 
tion du système (3), et indiqué cette propriété fondamentale qu'on peut 
en obtenir Tintégrale générale dès qu'on en connaît un nombre suffisant 
d'intégrales particulières. 

Dans les pages qui suivent, après avoir établi l'identité des deux classes 
précédentes de systèmes d'équations différentielles, nous développons une 
théorie de l'intégration des systèmes de Lie, fondée sur la considération 
du groupe des paramètres; l'idée fondamentale en était indiquée dans 
notre dernière Note (déjà citée). On trouvera dans le Chapitre IV des ré- 
sultats équivalents à ceux de M. Lie; mais la méthode employée dans le 
n® 2 de ce Chapitre nous appartient. Nous démontrons dans le Chapitre II 
que, dans tous les cas, l'intégration d'un système de Lie se ramène à celle 



(>) Kl (li'jà dans les Comptes rendus de la Société des Sciences de Christiania (nov. et 
dcc. 1882). 
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' ^* !'^'' Z. .' 
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^/', * 'V%^/ , ^ :.*:■- // •- : i-^-'-rri-r* q ff-^c^uqu^i i'înt-rjrai?? p^àrti-ruîi-îT^** 
/î '. * i ',(t r^^hrliài, j0Ht 4'iiî*:î ^'Mii^ûou.qu'T chacune drrs /i fonctions V\ saU>- 






O/ 1^'% '1% ^ont iu(U:\t^:u(\Huiii de /; ceci aura donc lieu pour chaque valeur 
d" /, '-tf p;ir itijfUr, Kr»^ équations déduites de (4) en y donnant à / des va- 
U'iitA p;irliciilféreH, mnU af-hitraires, en nombre suffisant, ne sauraient être 
\iw*i$ii''tuf'Ui iridé|;cndafjt^;f$. On aura donc des identités de la forme 

7 
A = l 

ou /,, ..., /,, horit y valeur» particulières de /. Ces identités ayant lieu pour 
loulf'H IrH valrurH d<; y, Ich coefficients 0/^ ne peuvent dépendre que de ty et 

Ton |»riil /wrinî 

v 

A-1 
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2. Réciproquement (*), soit donné un système de Lie (6), el détermi- 
nons n intégrales indépendantes du système complet 

où o^np — r<C n. Soient 

ces intégrales; on peut supposer qu'elles sont indépendantes comme fonc- 
tions de J?p+i,,, . . ., i^p+K^n P«ir exemple. Les équations 

définissent alors l'intégrale générale de (6), si x, ,, ..., x,^, ..., ar^,, ..., a;^„ 
sont/? systèmes d'intégrales particulières; car on a, en diflerentianl par 
rapport à / dans cette hypothèse, 

p r r 



= ^^o,(t)\^/,^w,= -^e,(t)\,,w,. 



ât 
de sorte que chacune des fonctions 

où les Xji sont remplacés par leurs valeurs en fonction de /, est intégrale 
(le l'équation linéaire équivalente au système (6), 



(«) %-^"^^n{t)\nf=o 



Nous sommes donc arrivé au résultat annoncé par M. Sophus Lie : 

Les systèmes adéquations différentielles du premier ord^e possédant 
des systèmes fondamentaux d^ intégrales sont les systèmes de Lie. 

3. Ces systèmes ont cette propriété remarquable qu'on peut dire com- 
ment figurent les constantes arbitraires dans l'intégrale générale. Repre- 



(<) Le principe de la démonstration de cette réciproque est dû à M. Lie. Nous y employons 
les invariants de/> -h i points, pris par rapport au groupe (y). 
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^1- . . ., «r s^>nt essentieU dans les équations Cio^, et. par suite, les n fonc- 
tions F, ne [meuvent vériCer une équation linéaire telle que (m) sans que 
les coefficients v soient tous nuls. Nous avons donc le résultat suivant : 

/>?* équations (fj) représentent F intégrale générale du système (6 ) à 

la condition ( nécef;saire et suffisante ) que a, a^ y soient un système 

d'intégrales du système (l'i). 

î. Appliquons ce résultat au système ( 1 3 k en remarquant que le groupe 
(i i) est à lui-même son groupe des paramétres (* ). Soient 

ses équations finies. Elles définiront l'intégrale générale dés que A, ,. . ., A^ 
sera une intégrale particulière du système (i3) lui-même. C'est là une 
propriété bien remarquable des systèmes de Lie dont le groupe corres- 
pondant est simplement transitif [on sait, en eflet, que les équations finies 
d'un tel groupe peuvent toujours s'écrire sous la forme d^un groupe des 
paramètres (*;]. Actuellement, nous en pouvons conclure, en supposant 
connues les équations finies du groupe G, qu'au lieu d'intégrer le système 
(0)^ on peut intégrer le système (i3). 

Mai» rinverse est vrai aussi, car si, dans Tune quelconque des fonctions 
F/, on met à la place desx, un système d'intégrales du système (6), on aura 



ùt 



=2S2''>(^>^'>*(^>=2^>('>^>^^' 



et, par suite, toujours à cause des mêmes identités que tout à l'heure, 

r 
7 = 1 

c'est-à-dire que F/ est alors une intégrale de l'équation linéaire 

r 



(^) Transf, Gruppen, t. I, Ch. 21. 
(^) IbUl.y Ch. 20, p. 39i. 
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équivalente au système (1 3). Gomme, déplus, a,,.. .,0^ sont des paramètres 
essentiels dans les n fonctions F,-, en employant un nombre suffisant d'in- 
tégrales particulières du système (6), on arrivera k avoirr intégrales indé- 
pendantes de l'équation (i5), et dès lors le système (i3) sera intégré. 
Nous arrivons donc à cette conséquence : 

Si les équations finies du groupe G sont connues, l'intégration du 
système (6) est équivalente à celle du système (i3). 

5. L'application du principe précédent, fondamental pour la suite, sup- 
pose connues les équations finies du groupe G. Cette hypothèse est dans la 
nature des choses, car l'intégration dusysfème (G) fournit tes équations 
finies de G. En effet, le théorème du n" 3 signifie que les équations (Ci) 
définissent une famille de transformations finies du groupe G. La ré- 
ciproque est à peu près évidente, car toute telle famille (A un paramètre () 
est représentée par les équations (9) où a,, .. ., a^ sont fonctions du para- 
mètre, de sorte qu'on a, en vertu du premier théorème fondamental de la 
théorie des groupes, 



c'est-à-dire que les a?, satisfont à un système de Lie. On peut, dès lors, 
supposer, en revenant au système donné (6), que les transformations qu'il 
définit ne sont contenues dans aucun sous-groupe de G, sans quoi c'est ce 
sous-groupe à qui on ferait jouer le rôle de G; de sorte qu'en effectuant 
successivement r des transformations définies par l'intégrale générale de 
(6), on obtiendra une transformation du groupe G avec r paramètres 
essentiels, c'est-à-dire les équations finies de G. 

Il est donc naturel de décomposer en deux parties Tintégralion du sys- 
tème (6), la première consistant dans la recherche des équations finies du 
groupe G. Nous ne nous occuperons que de la seconde, c'est-à-dire que, 
dans la suite, les équations finies de G sont toujours supposées connues. 



Z. VCSSIOT. 



II. — Système» Uomorphet. Héduction atu: syttème* linéaires. 

1 . CooHdéroos deux tyslêmcs de Lie formés avec les mêmes fonclioas 

oouf dirons qu'ib sont isomorphes si tes groupes correspondaots 

itont isomorphes holoédriquement, et se trouvent, sous la forme précédente, 
rapportés isomorphiqucmcnt l'un à l'autre ('). On peut alors supposer 
leur» équations finies écrites sous une forme telle qu'ils aient même groupe 
dcB paramétre». C'est là un théorème de M. Lie ('), que nous relrouYcrons 
du reste hiontdt. A ces deux systèmes correspond alors le même système 
{ 1 3), et, par suite, chacun des systèmes fournil, par son intégration, celle 
de l'autre. Nous pouvons donc dire que deux systèmes isomorphes sont 
é<|uivalenls, quel que soit le nombre des variables dont ils dépendent. 

De I/i, celte conséquence fondamenUiIo que l'iiilcpralion d'un système 
de Lie déj)crid uniquement de la nature des fonctions 0^(/) et de la struc- 
ture [XuHammensc.tzung (')] du groupe correspondant, tous les systèmes 
inouiorphes formant une classe, dont on peut prendre un représentant par- 
ticulier pour type canonique, par exemple un système dépendant du 
moindre nombre de variables possible, c'est-à-dire dépendant d'une équa- 
tion diiïércntielle d'ordre minimum. C'est ainsi que l'intégration de tout 
système de Lie dont le groupe a la structure du groupe projectif à une va- 
riable se ramènera à l'intégration d'une équation de Riccalî. iNous en 
donnons un exemple dans le Chapitre suivant. 

2. Itepienons le système 

(I) ^'=2^*''^ï'"t^"--^-> ii = x,^,...,n). 



("> Trnntf. Gruppen. I. 1, Ch. 17, 
{«) Ibid., i. iri, Cil. «i, el t. I, Ch. 17. 

(") ma.. 1. 1. cil. 17. 



SYSTÈMES d'équations DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE, ETC. H. I I 

dont le groupe correspondant est 



(2) ^^/=2^^'('*')^ (A = i,2, ...,r). 



àf 

Le groupe adjoint ( * ) de ce groupe 



(3) ek — ^pk}{a^y ,,.,ar)e] (^ = i. 2, ...,/), 

dont les transformations infinitésimales sont 

r r 

(4) E^/= 2 ^Cikset j^ (A- 3= 1, 2, ... , /•), 

j=i 1 = 1 

est isomorphe au proposé et, sous la forme (3), il a même groupe des pa- 
ramètres. L'isomorphisme est de plus holoédrique, si le groupe (2) ne con- 
tient pas de transformation infinitésimale distinguée [ausgezeichnet (*)]. 
Supposons-nous dans ce cas : il résulte alors du numéro précédent que le 
système (i) est équivalent au système linéaire isomorphe 



(5) ^ = ^e,{t)^c,,sei. 



des 

*=i 1=1 



Si le groupe (2) contient r' transformations infinitésimales distinguées, 
les équations (3) ne dépendent plus que de r — r' = r" paramètres essen- 
tiels, le groupe (4) n'étant plus qu'à r" paramètres. Si donc nous voulons 
étudier de quelle utilité sera, pour l'intégration du système proposé, celle 
du système linéaire (5), nous sommes conduit à reprendre les considéra- 
tions du Chapitre précédent (n®* 3 et 4), en supposant que les équations 
(9) définissent un groupe, mais que a^ . . .,a;. n'y sont pas des paramètres 
essentiels. On voit alors que les F^(a7<, . . ., a?;» | a,, . . ., a^) sont encore des 
intégrales de l'équation (i5), mais on n'en pourra plus déduire que r" inté- 
grales distinctes, si r" est le nombre des paramètres essentiels du groupe G. 
Donc ici l'intégration du système (5) fournira r" intégrales de l'équa- 



(») Transf. Gruppen, t. I, Ch. IC. 
(«) Ibid. 
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On voit de plus facilement que ce sont celles qui sont en même temps inté- 
grales des équations 

A,/-o, ..., A,/=o, 

en supposant que A,/, ..,, A^f sont les transformations infinitésimales 
distinguées du groupe des paramètres de (2). 

Les autres s'obtiennent par des quadratures; l'une d'elles en effet s'ob- 
tient, par exemple, en intégrant le système complet 



î*/-. 



5,(/)A,/^o, A,/- 



A,/zz 



qui se ramène, en appliquant la méthode de M. Mayer, à une équation 
unique du premier ordre à deux variables séparées. En faisant ensuite 
jouer a Aj/, . . , , A^./ successivement le rôle que joue ici A,/, on obtiendra 
bien ainsi /■' intégrales nouvelles indépendantes des premières. 

Donc, dans le cas le plus défavorable, l'intégration du système pro' 
posé n'exige, outre l'intégration du système linéaire adjoint (5), que 
des quadratures. 

3. Appliquons le théorème précédent au cas où les fonctions 6^(0 se 
réduisent à des constantes X^. L'intégration du système (i) donne alors les 
équations finies du groupe (2) sous leur forme canonique. D'autre part, le 
système (5) étant alors un système linéaire à coefficients constants, son 
intégration peut toujours s'effectuer. D"où ce théorème de Lie (') : 

Lorsqu'on cannait les équations finies d'un groupe, on peut toujours 
les mettre sous forme canonique ; l'opération exige au plus des quadror- 
lurrs. 

M. Lie en a déduit des conséquences importantes. Supposons d'abord 
deux groupes isomorphes holoédriqucmcnl. On pourra toujours (c'est un 
problème d'Algèbre) écrire leurs transformations infinitésimales de manière 



(1) Trans/. Gruppen, 1. III, Ch. i 
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que la correspondance isomorphique y soit en évidence ; soient 
Si Ton intègre alors les deux systèmes 



dt 



^^'^hlhiioc), -^ = ^'^hKh/{^), 



on obtiendra les équations finies des deux groupes sous une forme telle 
qu'ils auront même groupe des paramètres. Or cela exige au plus, d'après 
ce qu'on vient de voir, des quadratures, si l'on connaît déjà, sous une forme 
quelconque, les équations finies des deux groupes. Nous retrouvons donc 
le résultat invoqué plus haut. 

Une autre conséquence, à laquelle on arrive d'une manière analogue, et 
qui nous sera utile, est que, dès qu'on connaît les équations finies d'un 
groupe, on peut considérer comme connues celles de tous ses sous- 
groupes et, par suite, les invariants de tous ces sous-groupes. 

III. — Applications. 

1 . Mouvement d'un solide qui a un point fixe, — On suppose connues, 
en fonction du temps, les composantes de la rotation instantanée par rap- 
port aux axes fixes, par exemple. Le problème revient alors à l'intégration 
du système 

dx 

(') \-~=rx-pz, 

dz 

OÙ />, g, /• sont trois fonctions données de t. C'est un système de Lie, le 
groupe correspondant étant le groupe des rotations 

(») X./=y^-^^. X./-._i_^^, y^^f=a:-L-y^. 

II est isomorphe au groupe projectif à une variable 

-T-y M-r— > W 3—' 
au OU OU 
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ce qu'on met en évidence en récrivant 

(3) U./ = ,«§^, U./=i(««-.)^, U./=i(««+.)^, 

de sorte que le système ( i ) est équivalent à Téquation isomorphe de Riccati 

(4) •^ = ^(^-'»^-'>"^- ^(7 -+-'»«•• 
L'équation finie du groupe (3) est 



(5) u = 



bui 



Pour écrire sous forme isoraorphique les équations du groupe (2), il 
suffit de remarquer qu'il transforme projectivement les points du cercle 
imaginaire de l'infini, et, par suite, les génératrices rectilignes de chaque 
système d'une sphère quelconque ayant son centre à l'origine. On posera 
donc 



y/j7* -h y* -h 5* zz: w, X -\- iy :=z {iv -\' z)Uy X -h iy'=(z — w) r, 

c'est-à-dire 

(6) x=iw , Y =z — nv > z=ziv 



V — u 



avec 

(6') f/ - "^ ' ^ , r- 



■7 » •' — 1 > 

OU,,-Jr C OVa-h C 



et l'on aura, pour les équations cherchées, 

I — flr* — ^' -h c* f i -f- a* — ^* — c* ^ a — bc 

X — Xq - j— -f- Vq — 7 1- Zq . y 

2{c — ao) '^ 2 c — ao c — ab 

, . , i —i-ha^— b^-{- c^ 1 H- a* -+- ^' -4- c* — i(a-h6c) 

I" a c — ab •' 2{c — ab) c — ab 



Z — Xn — 



b — ac i{b-hac) c -\- ab 



*> c-ab "^^^ c-ab ^-^c-ab 

La solution est donc la suivante. On intègre l'équation (4), et Ton met 
l'intégrale générale sous la forme (5), Uq étant la constante d'intégration, 
pour en tirer a, 6, c en fonction de ^, et on porte ces valeurs dans leséqua- 
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transformations 

qui constituent avec elles le groupe projectif de la sphère (2). Ce groupe 
se compose, comme l'on sait (' ), de deux sous-groupes invariants 

1 C,= X,-*Y„ C,= X,-iY„ C,= X,-iY„ 
^ ^ / D,= X,-)-<Y„ D,= X,-i-iY„ D,= X,+ iY„ 

et est isomorphe au groupe 

-7-» ^T"' '^ *r~' "âT' i T"' ^ T"> 

au au au av av av 

comme on le voit en écrivant ce dernier 

de sorte que le système (i) est isomorphe au système des deux équations de 
Riccati 

-ïj =- (V — fxO -+-2Xw — (V 4- fX«)£/*, 
--j- = (v 4- |JL£) 4- 2XC' — (v — fXl)i'', 

Les équations finies du groupe (4) sont 

(6) W = l i ^'^TT 7» 

^ ' buQ-\-c b'vo-hc' 

et, pour mettre sous forme isomorphique celles du groupe (3), on voit faci- 
lement qu'il suffit de poser 

œ 4-// = u(i 4- 5), 07 — iy = i>(i 4- s), 

c'est-à-dire 

. . a 4- .r /( ç» — a) i — mç» 

(7) x= 9 y=^— -9 5= 

' i -\- uv '^ i -^ uv 1 4- Wi' 



(») Transf. Gruppen, t. Tfl, Ch. 10. 
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Elles deviennent alors, par un calcul analogue à celui du problème pré- 



cédent, 



X y z I 



A= ( c-\- d -^ ah^ -^rhal^x^ — i^c— c* -\-aV —ha!)y^-^ (ac' -\- ca' — b —b')zQ-¥- (flrc'-i- ca'-+- b -\-b')y 
B=<( c — c'—ab''\-ba')x^-\- {c -h c'— ab' — ba')yQ-\-i{ca'— ac' — b -^ b' )zQ-\-i{ca' — ac' -h b — b' ), 
C= (—a — a'-hbc'-\-cb')xQ'hi{a—a''\-bc''-cb')yQ-{- ( i ^aa' ^ bb^ 'hcc')zQ'i- {—i—aa'-hbb'-\-cc'), 
D = ( a-ha'-h bc' -hcb')xQ — i{a—a'-hcb'— bc^)yo-h (aa' — bb' -h ce' — i )zo-h (aa' -\- bb' -\- ce' -{- 1 ), 

On intégrera donc les équations (5) et Ton mettra l'intégrale générale 
sous la forme (6), Uq et Pq étant les valeurs de m et p pour 1 = 1^. On en 
tirera a, 6, c, a\ b\ d en fonction de /, et Ton portera dans les équa- 
tions (8), où Ton devra supposer ^o ^- JKÎ "J" ^î = i • EUes fourniront l'inté- 
grale cherchée. On peut remarquer qu'au fond les formules (7) répondent 
déjà à la question. 

Remarquons enfin que, si l'on se borne au cas des quantités réelles, il 
suffit d'intégrer une seule des équations (5) ; son intégrale générale étant 

celle de l'autre est 

et les équations (7) se réduisent à 



07 = 






On peut encore se servir des équations (8), en y posant 

a = a -+- icn'y ^ == (3 -h t [3', c = y 4- «y', 
a'=oL--ioL', b'^^ — i^', c = y — 1/; 

elles deviennent 

£ — Z =: £ — i. 

Il, Dii e (0 

avec 

-( ay-+-ai3 4- a'P')aro-h (ay'-h a^î'— l3a')7o+( «y ~2{3)CoH-( «y H-a^ ), 

= (— a/4.aj3'~ pa'):ro-h(2y -aP)7o 4- («'y'H- 2P')3o-h («'y'- a^'), 

^(-aa-+-py)a?o4-(-2a'-(3y'-+-yj3')yo-+-( i-a*-a''-?'— (3'«4-y«4-y'»)so-(i-4-a'4-a'*-(3*- p'*~y«-y'«), 

==( a«-+-py)a?o-h( 2a'~P/H-yP0/o4-(-i4-«*4-«''"P*~(3''4-y«4-y'*):?o4-(i4-a'H-a'»+(3«H-(3'«4-y*4-/»)^ 

Fac, de T. — VIII. H. 3 
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IV. — Héduction à des systèmes simplrs. 

I . Nous dirons qu'un svslème de Lie est simple, si le groupe correspon- 
(Itii)t psi simple. L'application de la théorie de M. Lie pour l'intégration 
A»» «yalènH's ci>mplets(*) qui admettent un groupe va nous montrer que 
/'l'/i/t'^Tti/ioH tie tout système dr Lie peut se ramener à celle d'une suite 
dtf sysl(}Htes simptes. 

C.ou*UU-t\ms k Ctîl effet l'éi^ualiou équivalente au système proposé (') 

rllt' iiduii'l éviiloiiuuent W stt-ond groupe des paramètres (') du groupe G 
(lO) B»/=2?**(«'---«'l^^ (A = i,a /■). 

piilHquo lo» deux groupes des paramètres sont réciproques, c'est-à-dire que 
l'on II 

(AyBft) = o (y.A^i.a. ...,r). 

fSiiiiK pouvons doue lui appliquer la théorie de M. Lie, comme nous allons 
l'iiiilitpuTr rnpidemcnl. 

|,i> groupe (i(j) est isomorphe au groupe donné G. Supposons-les non 
ëiinplfs, et poil 
(17) B,/, .... B./ 

un noun-groupe invariant maximum de (i6). Comme on connaît les équa- 
liirriH IhiicM du groupe (i6), on connaît aussi celles de (17) et par suite ses 
liivnriiintH, et soient par exemple 

I' ~ r' invftriants indépendants de ce sous-groupe. Introduisons-les comme 



(I j mat/temalùche Annalen, l. XXV. 
(t) Non» reprenons Ips notalions et nun: 
(*) Trunif- (iritppen, t. 111, Ch. 87. 
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nouveaux paramètres, à la place de a/^,, . . ., a^ par exemple. Il vient 

1 Ay/=A;/-hÂ^/ (7 = 1,2,...,/-), 

(»8) \ B^/^Bi/ (A: = i,2, ...,r'), 

Br'^hf= B;.^.A/^- Br-^hf (h = 1 , 2, ..., /• — r') 



avec 



A//= 2«/*(«l . . . «r* «i • • . (^r-f) 



EL 

dak 

Ar = l 
r — r' 

Ay/= 2a/.r'4-A(«i . . . ^r^r)-^ 
h = \ 



et des formules analogues pour les B'/ et les B/. On voit alors que Ton 
peut intégrer d'abord l'équation en a\ ... a^_^ et t 

àf 



%^^Bj{t)\jf^o, 



qui admet le groupe simple 



Br'-i-ijf • • •> Br/. 



Cette intégration effectuée, nous prenons pour nouvelles variables, au lieu 
de a\... al_^.y r — f intégrales indépendantes de cette équation; a\(a!\t)j . . . , 
«r-r (ûf' I 0> ^^ ^^ donnera à l'équation (i5) la forme 

jf^2^y(0A;/=o, 

(19) I r' 



it = l 



et aux transformations du groupe (i8) une forme analogue 



r' 



(20) B;/= 2 ?m(«1 . . . «r K . . . «;-r' I ^ (/i = I, 2, . . . , r'). 

On pourra dès lors traiter les a comme des constantes, et, comme on 
connaît encore les équations finies du groupe (20), on opérera sur l'équa- 
tion (19) comme on vient de le faire sur l'équation (i5), et ainsi de suite. 
Il importe de remarquer que les A"/ ne définissent plus en général un 
groupe, mais cela n'importe en rien pour les transformations indiquées. 
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Ajoutons enno qu'une légère modiflcatîon à la mélhode précédente 
permettrait de se passer des équations tîntes des groupes (i(i), (20), etc. 

2. On sera donc ramené à une suite de problèmes du type suivant, qui 
est le problème fondamenlal auquel M. Lie ramène, en définitive, le cas 
général d'un système complet admettant un certain nombre de transforma- 
tions infinitésimales : 

Intégrer l'équalion 



connaissant les transfor m allons injinitèsimalcs du groupe simple et 
simplement transitif qu'elle admet : 



xj/=2;?/'<-«i-' 



'dx, 



Nous allons montrer que ce problème revient à l'intégration d'un système 
de Lie simple. Par là sera prouvé, en particulier, le résultat annoncé en 
tète de ce Chapitre. 

Prenons un groupe quelconque isomorphe au groupe (22), et dont on 
connaisse les équations finies (son groupe adjoint pourra par exemple tou- 
jours servir), soit 



(23) 



h/=^^M^,....=.)l^. 



(y"-' 



.'■)■ 



ÎVous pouvons supposer que, sous la forme (22) et (23 ), les deux groupes 
sont rapportés isomorphiquemenl l'un à l'autre. Alors les équations 



('4) 



L/ = 



X./+Z./XZO, 



X./+Z./=o 



forment un système complet. Déterminons ses n intégrales en employant 
la méthode de M. Mayer : à cet effet, nous résolvons les cquatioQs (^i) en 
à/ à/ 



> V— et posons 






-Uxt, 
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On est ramené alors à une équation unique de la forme 

r 

àf ^ 



(25) %'^^QM\t)Zjf=o, 



où les u doivent être traités comme des constantes. C'est donc une équation 
de Lie simple. 

Reste à montrer qu'elle fournit l'intégration complète de l'équation (21). 
Remarquons, en effet, que intégrer le système (24) revient à former les 
équations finies du groupe (23) en prenant pour paramètres /• intégrales 
indépendantes de l'équation (21), de sorte que n intégrales indépendantes 
de ce système, en y considérant les z<, . . ., 5„ comme des constantes arbi- 
traireSy dépendent essentiellement de r fonctions de a;,, ...^Xrj t indépen- 
dantes, que l'on obtiendra par conséquent toujours, en donnant aux 5, dans 
ces intégrales, un nombre suffisant de systèmes de valeurs constantes. 

V. — La théorie de Galois (*). 
1. Considérons un système de Lie 



(1) -^ =^^^jiOifii^l ""^n) (f = f,2, ...,W), 

1=1 

où le groupe 

n 

(2) ^^•^—2^^'^'^^^^ (7=1,2, ...,W), 

/-l 

est un groupe simplement transitif, dont on connaît les équations finies. 
On peut toujours supposer que c'est un groupe des paramètres (voir I, n^4), 
de sorte que, ses équations étant 

(3) Xi — fi(x'\ ... xl\a^ ...«;,) (^ = 1,2, ...,/0, 

l'intégrale générale de (i) peut s'écrire 

(4) ^i=fi{c\ ... C^IjCj.. . Xn) (£=ZI,2, .. .,/«), 



(*) Pour les théorèmes de la théorie des groupes employés dans ce Chapitre, on peut 
consulter la première Partie de notre travail : Sur V Intégration des équations différen- 
tielles linéaires {Annales de V Ecole Normale, 189-2). 
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OÙ ./.■,, . . ., x„ est une inlograle particulière quelconque, constituant donc 
à elle seule un système fondamental. Remarquons toutefois que ceci n'est 
vrai que si Ton peut résoudre les équations (4 ) par rapport aux constantes. 
La condition s'écrit simplement, si l'on remarque que les équations (4), 
interprétées comme transformation des x^, ..., j;„ en x,, .. .,Xn, sont celles 
du groupe simplement transitif r^^'cf/jrojueC) du groupe (2), et dont nous 
écrirons les transformations infinitésimales 



z./=2t..(- 



>iV 



On a donc des identités de la forme 

d'où l'on conclut [en remarquant que les équations (4) résolues par rapport 
aux X,, ■■■, Xg forment encore une transformation du groupe] que la con- 
dition pour que le système considéré soit fondamental est qu'il n'annule 
pas le déterminant des fonctions C«. 

C'est du reste ce groupe (5) qui va jouer, dans cette théorie, le même 
rôle fondamental que joue le groupe des substitutions de n lettres dans la 
théorie de Galois. Nous le supposerons ^ro/o«^e' chaque fois autant qu'il 
sera nécessaire, les a;, y étant considérés comme des fonctions indétermi- 
nées de la variable /, non transformée par le groupe. 

Une fonction quelconque de x, , . . ., x„ et de leurs dérivées, jusqu'à un 
ordre quelconque, admet un certain nombre (qui peut être zéro) de trans- 
formations infinitésimales du groupe (5), qui définissent un sous-groupe de 
ce groupe. Ce sous-groupe est le groupe de la fonction. On voit facilement 
qu'une fonction et ses dérivées ont le même groupe. 

2. Le gi'oupe (5) n'a pas d'invariant d'ordre zéro. Il a n invariants 
diflerentiels (au sens qu'on vient d'indiquer) du premier ordre, et n seule- 
ment, indépendants les uns des autres. On les obtient en résolvant, par 



(') Transf. Gruppen, l. I, Ch, 20. 
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lions (6) et de celles qu'on • 
vient ainsi une identité 
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1 déduit par différenliatlons successives. Il 



et si nous appliquons aux deux membres l'opération Z^/, comme on a 

Z*Ay = 0, l^i'j—O 

on voit que le résultat dans le premier membre est le même que celui qu'on 
obtient dans le second en considérant les A, A', ... comme des constantes. 
Donc la fonction V admet le même groupe que la fonction U qu'on en déduit 
en en faisant disparaître les dérivées. 

On en conclut, en particulier, que, si V est un invariant du groupe (5), 
U ne contiendra pas les x explicitement, d'où ce lliéorème, analogue au 
tliéorème des fonctions symétriques dans la théorie des équations algé- 
briques : 

Tout invariant du g/-oupe (5) s'exprime, par un calcul de substitu- 
tions, au moyen des Aj et de leurs dérivées successii'cs. 

Plus généralement, supposons que le groupe de V se compose de « — v 
transformations infinilésimales 



(7) 



Z,/, 



Z„-v/. 



u est inutile de les supposer prolongées, à condition qu'on fasse dispa- 
raître dans V, et dans toutes les autres fonctions des intégrales que l'on aura 
à considérer, les dérivées des x; ce que nous supposerons. Le groupe {7) a 
V invariants indépendants; or V et ses dérivées sont des invariants, donc il 
existe entre V et ses v premières dérivées, une relation 



(8) 



*(V,V'....,V'^'|i|i'|...)- 



idenlique par rapport aux x, x', x", .... De plus, aucune relation de même 
forme ne peut exister entre V et ses v — i premières dérivées, car elle 
serait vérifiée par la valeur générale qu'on déduit de V par la transforma- 
tion générale (4) du groupe (5), valeur générale qui dépend de v para- 
mètres essentiels (' ) et ne peut par conséquent satisfaire à aucune équation 
différentielle (8) d'ordre inférieur à v. 



r'ail des Annales de l'Ecole Normale, 
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ment), que si l'on a choisi pour x,...x„ un ayslcme particulier d'inté- 
grales du système proposé. Cela étant fait, et après les explications 
précédentes, on peut parler de fonctions rationnelles des intégrales à va- 
leur rationnelle, lill il résulte du paragraphe précédent que, si une fonction 
rationnelle des intégrales esta valeur rationnelle, toute fonction rationnelle 
des intégrales, admettant le groupe de la première, a aussi une valeur ra- 
tionnelle. 

Cela posé, imaginons toutes les fonctions rationnelles des intégrales h 
valeur rationnelle, et considérons-en une dont le groupe ait le nombre mi- 
nimum de transformations inlinltésimales indépendantes; soit V cette fonc- 
tion, et G son groupe. Toute fonction rationnelle des intégrales admettant 
le groupe G aura une valeur rationnelle; et réciproquement, toute fonc- 
tion rationnelle des intégrales, à valeur rationnelle, W, admet le groupe G ; 
car, si elle en admettait seulement un sous-groupe G', un invariant de G', 
s'exprimant rationnellement au moyen de W, de V et de leurs dérivées, 
aurait une valeur rationnelle, ce qui est contraire au choix de V. On a 
donc le lliéoréme suivant, qui est l'analogue du célèbre tliéorème de 
Galois. 

Au système donné {i) correspond un sous-groupe G du groupe (5), 
qui jouit de ta propriété suivante : 

La condition nécessaire et suffisante, pour qu'une fonction ration- 
nelle des intégrales soit à valeur rationnelle, est qu'elle admette toutes 
les transformations infinitésimales du groupe G. 

Nous appellerons le groupe G Xn groupe de Galois à\i s-^'sihmG (i). 

5. Il serait maintenant facile de développer une théorie de l'intégration 
du système proposé analogue à celle que nous avons donnée autrefois pour 
l'équation linéaire d'ordre n. Tout revient ici encore à la réduction pro- 
gressive du groupe do Galois du système; elle s'obtiendra en intégrant une 
suite d'équations différenlicllps, chacune de ces équations pouvant être 
remplacée, si Ton veut, par un système d'équations du premier ordre. 
Nous préférons exposer ici une autre méthode pour utiliser l'existence du 
groupe de Galois du système, méthode qui mettra bien en évidence que 
l'on est toujours conduit, comme systèmes auxiliaires, à des systèmes de 
Lie. Nous allons prouver, on effet, que l'intégration du. système proposé 
se ramène à celle d'un système de Lie ayant pour groupe correspondant 
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OÙ 

r 



^'jf=^ 2 ^Jàiyiy-fJ'r; «1, •••» Wp)^> 



p 



Xy/=2 ^>/("i»---»"p) j;f-> 



/ = ! 



et les identités 



{\jZ,) = o 



donnent 

(«0 (Xy, Ya) = o (y = 1,2, ...,/i; /r = i,2,...,r). 

Enfin, le système proposé se décompose en deux 
( ' 2 ) ^=^Gjin^'jAy.u) ( /i = 1 , a , . . . , r ) , 






= 2 ^>(^)^'(") (^ = i,2,...,p). 



Or on connaît une intégrale particulière du second, puisqu'on a les expres- 
sions des u en fonctions de /; on portera donc ces valeurs dans les équa- 
tions (12), c'est-à-dire qu'on n'aura qu'à intégrer l'équation 

où les u auront été remplacés parleurs valeurs. Or, les relations (i i) ayant 
lieu quels que soient les w, Téquation (i3) admettra le groupe G'"; on sera 
donc bien ramené au cas traité au Chapitre précédent, le fait que les X'- ne 
forment pas un groupe n'empêchant nullement d'appliquer la méthode 
qui y a été exposée. 

On pourrait objecter que l'on n'obtiendra pas ainsi l'intégrale générale 
du système proposé, mais nous avons vu qu'il suffit d'en avoir une inté- 
grale particulière pour en déduire aussitôt cette intégrale générale. 

6. Nous nous sommes bornés, dans ce qui précède, au cas d'un système 
de Lie dont le groupe correspondant est simplement transitif. Cela suffit 
pour indiquer dans chaque cas les particularités qu'apporte dans l'inté- 
gration le choix des fonctions (/), puisque nous avons montré (I, 4) que, 



' 



If. 
y 
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ont toujours au moins une intégrale commune ('); supposons qu'il yen 
ait p de distinctes, par exempte 

fi,(e„ ■■■.er). .... iîp(e. e,). 

Les fonctions cherchées satisfont donc à des relations 

£il.(e,, . .., Cr) =:COnSl. (/m: 1,2 p), 

d'où Ton conclut que le groupe de Galois du système linéaire auquel on est 
conduit est précisément (du moins dans le cas où les fonctions 6^- sont quel- 
conques) le groupe adjoint E,/, . . ., E,/. 

VI. — Sur certaines équations différentielles. 
1 . Ëtant donné un système d'équations différentielles du premier ordre (') 

(■) ^=-*'(" '-'> ('■='•» "'• 

il peut arriver que l'on connaisse un système de formules 

(a) x, = *n^,.. ...,x,„,a-„ J-„|i|c .c) (i^i.Q. ...,n), 

donnant l'intégrale générale en fonction de p intégrales particulières quel- 
conques (\es fonctions ^i dépendent de /, mais leur forme ne dépend pas du 
choix des intégrales particulières qui y figurent. On a alors p intégrales 
particulières nouvelles en prenant 

et, par un choix convenable des nouvelles constantes c^, 

(4) c;-'Fft(a„...a,„a„...û^,îc, ...c„) {h=it, ■»,..., n), 
on devra avoir les identités en l : 

(5) ^,(a:\i . . . x'p„\t\c, . . . c^) — ^,{Xyi . . . Tp„\t\c\ . . . c'„) (i=;i,3 n). 



(1) Transf. Gruppen, t. III, CI». 28, p. 6;3. 
(') Le cas d'équalîona d'oriire supérieur se rai 
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2. Pour une seule équation du premier ordre, il est bien remarquable 
que le cas particulier du numéro précédent soit précisément le cas général. 
Soit, en effet, l'équation 

dont rintégrale générale est donnée par la formule connue 

(l3) XzziQ^X^X^., . Xp\t\c)^ 

où X,, ..., Xp sontj9 intégrales particulières quelconques. On en conclut 
comme précédemment, en posant 

(i4) xl — ^{x^, ,. Xp\t\ai,) (Armi, 2, . . .,/?), 

ridentité en /, où c' est une nouvelle constante 

<^{x\ . . , x'p\t\c) =1 o(x^ , . , Xp\t\c')y 

et, en résolvant par rapport à c', 

(i5) c'=x(x, ,..Xp\l\a^.,.ap\c). 

Si cette relation est indépendante de a:,, . . ., Xp^ elle Test aussi de /, et 
les équations (i4) définissent un groupe. Dans le cas contraire, on y don- 
nera aux a^ et à c des valeurs fixes particulières, et Ton obtiendra une 
relation de la forme 

a)( Xi . . . Xpt) 1= const. =: c\ 

liant p intégrales quelconques, d'où Ton tirera une formule 

entièrement analogue à (i3) et donnant l'intégrale générale de (12) en 
fonctions de /) — i intégrales particulières 

X =1 Gj(jr| . . . Xp-i I / le). 



Reprenant alors sur cette formule les mêmes raisonnements, et conti- 
nuant ainsi de suite, on arrivera à déterminer sans intégration Tintégrale 
générale de (12), à moins qu'on ne rencontre avant une formule analogue 
à (i3) telle que les équations correspondantes analogues aux équations (i4) 
définissent un groupe. 



1.3 

biles, 



= 1 +?=-'■/ ^ 



-K + py-qx 



x'y y, z' désignant les dérivées de x, y, z par rapport au temps. 
Si l'on représente par 2T la force vive totale du système, on aura 

(«) aT = 2m[(^ + 93— /-/-t-x')* + (YH-rx-p3 +/)'-(- (!;+/>j — 7^ + =')] 
= 1ma^ + r^ + ^'') + 1m[{q= - ryy + {rx -pzY +(py - qa:y-\ 

-^■ilm[i,{qz — ry) -\-fi{rx—pz) + ïil^pY — qx)] 

-\-^1m[jc'(qz- ry)--ry'(rx — pz) + z'(py — qx)]. 

Les trois premiers termes du second membre ont une signification géomé- 
1. trique précise, ils représentent : 

1° La force vive ^iv] de l'origine o, en y supposant concentrées toutes 
les masses des points matériels; 

2° La force vive due à la rotation instantanée autour de o, du système 
de comparaison ; 

3° La force vive totale du système dans le mouvement relatif. 

Les doubles produits représentent des expressions dont il est aisé d'avoir 
une représentation géométrique. Appelons f, la vitesse de o,, v' la vitesse 
du point M dans le mouvement relatif, v^ la vitesse du point du système 
de comparaison où se trouve, à l'époque t, le point M de masse m, en vertu 
de la rotation instantanée; les trois derniers termes pourront se mettre 
sous la forme 

a 2 nii'.i'.cos (<■,.■,), 

a2mi',i'' C08(t',c'), 

32nif't',cos(i''c,). 

Ce sont des termes analogies à ceux que l'on trouve en appliquant la mé- 
thode de Coriolis. 

Dans le cas où la rotation instantanée du système de comparaison con- 
serve, pendant toute la durée du mouvement, une valeur constante en 
grandeur et en direction, comme il arrive dans le mouvement d'un sys- 
tème à la surface de la terre en tenant compte du mouvement de rotation 
du globe autour de la ligne des pôles, les quantités p, q, r sont des con- 
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de la surface en fonction de deux paramètres i/, p, 

En substituant à x, ^, z ces valeurs et celles de leurs dérivées, on aura 

aT = \u'^ -h Bi»'« -h CwV -h D w' -^ Ei^' 4- F, 

A, B) C, . . . étant des fonctions de u, v. On exprimera le travail virtuel au 
moyen des paramètres w et p; il sera de la forme 

et on écrira les deux équations de Lagrange 



dt 



\du') du^^^' 






dt \d 



qui permettront d'étudier le mouvement relatif du point sur la surface. 

Cas d'une courbe. — Comme dans le cas d'une surface, on prendra pour 
système de comparaison un trièdre Oxyz mobile autour de Taxe de rota- 
tion Oz, 

Soient 

j?=z9(i/), 

l'expression des coordonnées du point matériel en fonction d'un paramètre 
a, on exprimera T en fonction de u et de m', on cherchera aussi la valeur 
du travail virtuel A Sw, et l'équation 



dt\du') du^ 



détenninera u en fonction du temps. 

L^étude du mouvement relatif d'un point matériel se fait très aisément 
AU moyen du théorème de Coriolis. Aussi réserverons-nous l'application 
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Introduisons les variables p de Poisson, on a 

Posons 

T=ziTo-+-Ti-+-r„ 

Tq représentant les termes indépendants des y'; 
T^ » les termes du premier degré en y'; 

Ta » les termes du second degré. 

On aura 



, e^To . . , ÔT 



= 71 .TT'- -^•••-+-<7a 







Appliquons le théorème d'Euler sur les fonctions homogènes et remar- 
quons que, To étant indépendant de q\ la première ligne du second membre 
est nulle, que la seconde est égale à T^, la troisième à 2T2, il vient 

(2) K = T,-4-2T2-T = T,-To. 

Reprenons l'égalité (i) dans laquelle 
,^, âT dT 

(3) ^'=dvr ^'^W.' "" 

et difTérentions-la en faisant varier toutes les variables à la fois, on aura 



ÔK= pi ôq\-^-piàr/'^ + . .. + Pkàq't:— X7 ^l\—- • • — l^r ^l'k 






4-7i0/>, ^-(7jO/?3-4-...h-7;i.ô/?*— XT ^7i— •••— àâ'k^^' 

En supprimant la première ligne du second membre où tous les termes se 
détruisent, il vient 
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siste dans la forme de U fonction H (ju'i, dans le cas acluel, est égak' à 
ïJ-KouàU + To-T,. 

L'ensemble des théorèmes qui conduisenl à rintéf^ralioii de ce système 
hamiltonien est connu. 

On pourra appliquer la méthode d'intégration de Jacohi à l'élude des 
mouvements relatifs toutes les fois qu'il existe une fonction des forces L) ; 
on formera la fonction II = U H- T, — Tj, on remplacera dans II les va- 
riables y' par les variables /) tiréesdes équations (3); puis on mettra dans H 
au lieu de p les dérivées partielles d'une fonction V, -;— . -r—i ■■ ■> t— ; on 
cberchera une intégrale complète de cette équation aux dérivées partielles 
du premier ordre et l'on obtiendra toutes les intégrales du problème par de 
simples différentiations. (OEtiTRAND, Notes faisant suite à la Mécaniqw 
analytique de Lagrange. — Legoux, Mémoires de l' Académie de Tou- 
louse, i885.) 

Lorsque la fonction H ne contient pas le temps explicilement, on aura 
l'intégrale des forces vives 

Il = A, 

comme dans le mouvement absolu. C'est une conséquence de la forme li;i- 
miltonienne donnée aux équations du mouvement. On sait, en effet, que si 
(p = const. représente une intégrale des équations coniques, on a 

(H. 9) = o; 



on voit que cette équation se réduit à une identité si l'on pose ç ^ H. 

Il est aisé du reste de chercher directement la variation totale de T et de 
voir dans quel cas on peut écrire l'intégrale des forces vives, sans se servir 
de la forme canonique. Soient 



T = T„ + T| + T„ 



T,= \,,,'+\,,',<+. 


fA,,;-, 


T,^B,7-, +11,7; +. 


. + Il.îi. 



? plus haut, 



Supposons que A,, A^, ... soient indépendants de I, B,, B^, ... et les 
coefficients des variables ^r,, ja, ... dans T„ pouvant dépendre de /. 

On voit que To n'entrera dans le premier membre des équations de La- 
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On voil que, si B,, B^, ... ne contiennent pas le temps explicitement, 
on aura l'équation des forces vives sous la forme 

et, s'il existe une fonction des forces U, on aura l'intégrale des forces 
vives 

qui n'est autre que 

Il = /i. 

On pourra écrire cette intégrale dans toutes les questions où l'axe instan- 
tané de la rotation du système de comparaison est constant en grandeur et 
en direction, et où l'origine mobile de ce système a une vitesse constante, 
comme il arrive dans l'étude des mouvements relatifs à la surface de la 
Terre. 

Application à V étude du mouvement d^un corps solide pesant de réi^o- 
lution fixé par un point de son axe en tenant compte du mou\?ement 
de rotation de la Terre autour de la ligne des pôles. 

Nous prendrons pour axe des z la parallèle à la ligne des pôles menée 

Fig. 1. 




par le point fixe O, pour axe des y la tangente au parallèle dirigée vers 
l'est, pour axe des x le rayon du parallèle. 

Les trois variables qui définissent la position du corps relativement au 
trièdre Oxyz sont les trois angles d'Euler, savoir : 

ô l'angle formé par l'axe du corps avec Oz; 

\ l'angle formé avec Ox par la trace du plan de l'équateur sur XOY; 
ç l'angle formé avec cette trace par un rayon de l'équateur fixe dans le 
corps. 
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sont 

X = — M^(— cosX), 

Z=: — M^sinX, 
5U ~— M^(— cosX3xi-h siiiXd^i), 
U — — M^(5, sin>. — XjCosX) 
= — M^'a(cos0sin>. — sinôsinij^ cosX). 

On a maintenant tous les élénients nécessaires pour écrire les équa- 
tions du mouvement, soit sous la forme que leur a donnée Lagrange, soit 
sous la forme canonique, en formant la fonction 

H=zU-hTo-T,. 

On remarquera que l'on peut négliger le terme constant Mco'r'cos'X 
dans l'expression de H, car H n'entre dans les équations du mouvement 
(juc par ses dérivées. 

On peut résoudre la question d'une manière complète, c'est-à-dire 
ramener la solution à des quadratures aisées à exprimer au moyen des 
fonctions élémentaires, comme Ta remarqué Bour dans le Mémoire cité, 
dans le cas où le centre de gravité coïncide avec le point fixe. 11 suffit de 
faire a = o dans les formules, et l'on a 

2H = o3«(Asin«0-hCcos»9)-C(9'-4-^'cos0)»— A(ô'»-4-vI/'-sin«Ô). 

Introduisons les variables canoniques 

A_^ M-^Êl «-^ 

dcp'' â^'' dO" 

on a 

V = C 0080(9'+ ij^'cosô) 4- Aij;'sin*ô-f- w(Ccos»0-+- Asin'ô), 
* = C((p'-+- ^' cosO) H- Cw cos^, 

d'où l'on tire 

A^' COS0 — wAsin»^, 
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Substituons dans H, on trouve 

2H = fo«(Asin*0-hCcos«0)- i(^ — Cwcosô)'— ^ 

ti A 



T-^-Fû [^ - * COS0 ~ wA sîn»9] 



2 

9 



et, en réduisant, 



2H = -^ l.^^(^r_ocos0)*-^O*-le»4-2wV, 

Asin*0 G A 



les équations canoniques sont les suivantes 



de 


dU 


dt 


-de' 


dV 


dU 


dt 


-d'^' 


rf* 


dU 


dt 


d<f 



(A) {-ir = :îr. (B) 



dd 


dH 


dt 


dS' 


dt 


d\J 
dW 


d<f 
dt 


dH 

d<» 



H ne contient explicitement ni ç ni ^ : donc on a 

dn_ _d^ 

ào de 

âU_ _d^ 

â^ ~^^ dt' 

Si Ton remarque, en outre, que H = const. est une intégrale du sys- 
tème (A) (B), on a les trois intégrales suivantes du système canonique 

Ces trois équations permettent de déterminer 6, <p, ^. Les deux premières 
sont linéaires en ^', ç'; on en tire les valeurs de ^' et ç', on les porte dans 
la troisième H = /^, qui devient 

on est ramené ainsi aux quadratures. 
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On pourrait aussi écrire réquation de Jacobi 

I (d\ .d\y ifd\y \ fd\y dV , 

Comme ç et ^ n'entrent pas explicitement dans cette équation, on a une 
intégrale complète 



J -^-^^y - i^]-^ <^\) -^ ^<Xi^i(^ose -h 2A(a)«i— A)-^^— ijaMsin«0. 

On aura les intégrales 

àV _, ^V àV ,. 

la première donnera t en fonction de 6 par une quadrature. On trouvera la 
même expression que plus haut 



-/ 



/(^) 



Mouvement d^un solide de révolution homogène suspendu par son centre 
de gravité et dont Vaxe est assujetti à rester sur la surface d^un cône 
de révolution fixe à la surface du globe terrestre en tenant compte 
du mouvement de la Terre autour de son axe (Bour, loc. cit.). 

Nous prendrons pour axe des z Taxe du cône de révolution, pour axe 
des X une perpendiculaire au précédent dans le plan qui contient oz et la 
parallèle à Taxe du monde qu'on supposera incliné d'un angle a sur oz. 
On prendra l'axe ox dirigé du côté du pôle nord. 

En laissant de côté, dans l'expression de 2T, la force vive de l'origine 
qui est constante, on voit que son expression sera 

2 T z= II' w- -h 2 w cos 0Llém{ xy'—yx' ) -+- 2 o» sin a 1 m ( vz'— 5/' ) -4- 2 m ( x'^ -h y'* -t- s'*). 

Les variables qui définiront la position du corps seront comme précédem- 
ment 0, ç, ']^; dans le cas actuel, 6 aura une valeur constante. 

Prenons pour axes principaux d'inertie du corps l'axe du solide de révo- 
lution, la trace du plan de l'équateur sur le plan xoy et une perpendicu- 
laire à cette droite dans le plan de l'équateur; soient X, (jl, v les angles 
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formés avec l'axe de rotation de la Terre par les axes principaux d'inertie, 
on a 

cosX = sinacosij^, 

cosfx = cosasinS — sinacosôsin'l» 
ces V zn ces a ces -+- sin a sin sih 4», 

H' — A cos*X H- A cos*fjL -h C cos*v 

= Asin*acos*4' 4- A(cosa sinô- sinacosôsinij^)' 

-h C(cosacos0-i- sina sinôsinij^)* 
= A -i- (C — A)(cosacos0-+- sinasinSsin^')*; 

on a aussi 

lm{xy — yx') = Ccos0(9'-f- ^' cos6) -f- Aij^'sin*^, 

Iim(yz' — zy') =1 C sin6 s\n^{(p' -i- ^' cosd) — A sindcosdsin4'4^'. 

La fonction H = T© — T^ devient alors, en multipliant par 2, 

2H = w*A-ha)«(C — A)(cosacos04-sinasin0sin4>)* — Asin»0ij^'* — C(9'-+-^'cosÔ)« 

On a d'ailleurs 

2T = ûj'A H- w*(C — A)(cosacos0 4- sinasinôsinij^)* 
2w cosa[C cos9(<^'-\-^' cosô) 4- A 4»' sin*0] 
2 w sin a [ C sin sin 4^ ( 9' -h 4*' ces ) — A sin cos 9 81114»^^' ] 
Asin*0^'»-f-C(9'4-^'cos0)«. 



Posons, comme dans l'exemple précédent, 






on trouve 



W = K^' sin-0 -+- C cos0(9'-h ^' cosô) 4- w cosa(C cos»0 4- A sin'ô) 
4- (C — A)w sinasinôcosôsin^', 

^ = C(9'4- 4''cos0) 4- Cci)(cosacosÔ4- sinasinôsin^»), 



d'où 



9' 4- v|^' COS = p- — ûj sin « sin 9 sin 4» — « cos a cos 0, 

Vi 

A4>' sin*0 = ^^ — ^ COS0 — Aw cosa sin*0 4- Aw sina sin 9 cosô sin4^. 
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Portons ces valeurs dans H qui devient, toutes réductions faites, 

2 11=: — ^—y: — - -h 2 0J (cosasin^ — sinacos^sinu^) 

(i Asin*0 sino 



-f- 2o)^(cosacos9-*- sinasindsin^*) ■+- 'ij-Asin*acos'4'« 

Si nous remarquons maintenant que H est indépendant de ç, l'équation 
canonique 

dt ~^ d^ 
donne l'intégrale 

Joignant à cette équation l'intégrale 

11 = A, 

nous avons deux équations qui déterminent ç et ^. Eliminons entre elles 
ç'4-^'cos6, on a immédiatement t en fonction de '\ par une quadrature. 
Nous n'insisterons pas sur ces résultats. Les formules précédentes ont été 
discutées, d'une manière complète, dans le savant Mémoire de Bour. Le 
but que nous nous proposons est de montrer qu'on peut, sans autre artilîce 
de calcul que celui qui consiste à remplacer la fonction T par la fonction K 
dans la formation de H, traiter, par les méthodes générales de Lagrange et 
de Jacobi, toutes les questions de mouvements relatifs. 

Autre application. — Un anneau D est mobile autour d^ un axe horizon- 
tal XX' passant par son centre de graiHté. Laxe XX' tourne lui-même 
avec une vitesse angulaire constante (o autour d'un axe vertical OZ. 
En un point M de la droite XOX' perpendiculaire à XX est fixée une 
masse additionnelle m. Déterminer: \° l'inclinaison de l'anneau pour 
laquelle il serait en équilibre relatif; i^ son mouvement relatif au- 
tour de XX' (Gilbert, Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 
1882.) 

Nous prendrons pour système de comparaison le trièdre OXYZ formé 
de la verticale OZ, de l'axe horizontal OX et d'un axe OY perpendiculaire 
à OX dans le plan horizontal. 

Une seule variable, l'angle 6, formé par l'anneau avec le plan XOY, dé- 
finit la position du système mobile. 
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Soient : 



a la dislance OM; 

A, B, C les moments d'inertie de Tanneau relativement à OX, AA' et à la 
perpendiculaire OC au plan de l'anneau. 



Fig. 2. 




Le travail virtuel de la pesanteur est — niyoz^ et, comme z =^ — a cosO, 

U = mga cosB. 

Si Ton se reporte à la formule (a) pour former l'expression de 2T, on 
voit qu'il faut faire 



p — o, 



q = o, 



r -- co. 



La force vive du mouvement relatif est A 6'^. 

La force vive du mouvement d'entraînement du système mobile est 

Or, le moment d'inertie du système relativement à OZ est égal à 

B ces* -h ( C 4- ma^ ) sin' Q, 

Parmi les doubles produits de la formule (a), il ne faut conserver que le 
dernier qui se réduit à 

I,m{xy — yx') représente la somme des moments des <|uantités de mou- 
vement, relativement à OZ, des points de l'anneau et de la masse addition- 
nelle. 

Or, cette quantité de mouvement se réduit à (A-+- ma^)^' et elle est 

Fac, de T. — \\\\, L3 



'!• 



ETUDE SUR LES MOUVEMENTS RELATIFS. 

Pour appliquer la formule (a) nous remarquons que 
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I^'expression de 2T ne comprend donc que trois termes. 



Fig. 3. 



iX^ 




La force vive du mouvement relatif se compose de deux parties 

A,^'* pour le disque î, 
A6'^-\-C(p'* pour le lore D. 

La force vive du mouvement d'entraînement du système de comparaison 
se réduit à 

Or, le moment d'inerlic se compose de deux parties 

A, cos'0 4- Cl sin'ô relative au disque 1, 
A sin*6 -h C cos' relative au tore. 



Il reste à évaluer 



lm(xy — yx'), 



qui se compose de deux parties, Tune relative au disque 1, Tautre au 
tore D. 

L'axe du couple résultant des quantités de mouvement de I a pour pro- 
jections sur les trois axes 

\,ô', o, o; 
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Taxe du couple résultant des quantités de mouvement de D a pour pro- 
jections 

A^', o, C<p'. 

La [irojection sur OZ se réduira a 

Co'cos9. 
On aura donc 

2T = ( A 4- Ai)0''-{- C9'»-t- sw C9' cos ^4-03» |.(A + C,) sin«9 -h (A,-f- C) cos^^l. 

On peut écrire les deux équations de Lagrange qui permettent de rame- 
ner la solution aux quadratures. Plus simplen ^ '* 
des équations de Lagrange 

dt ô^' — ^ 
rintégrale 

On a, en développant 9' -h eu cosO = /;?, 

( A + A,) f~ + C ^' = 0)' [(A + C) sii 

et, en éliminant 9', 



t>n . 1 • 



(A 4- A,) ^ = a3«( A 4- C, - A,) sin«^ 



m et /i désignant des constantes. 

C'est une équation de la même forme que 
problème précédent. 
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INTRODUCTION. 



L'objet de ce travail est Tétude de la fraction continue 



(1) 



a, 3 -\- 



a.-\- 



a.z 4-. 



a 



S/i 



^j/i-»-i ^ "+ 



• » 



dans laquelle les a, sont des nombres réels et positifs, tandis que z est une 
variable qui peut prendre toutes les valeurs réelles ou imaginaires. 

P { z) 

En désignant par çt-.— la ^^'**"'*' réduite qui ne dépend que des n premiers 

coefficients a,, nous chercherons dans quels cas cette réduite tend vers une 
limite pour a* = oo et nous aurons à approfondir la nature de cette limite 
considérée comme une fonction de z. 

Nous allons résumer le résultat le plus essentiel de cette élude. Il y a 
deux cas à distinguer. 



Premier cas. — La série Va,, est convergente. 



Fac. de T. - VIII. 



J.I 
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[Jan> O' ca>, on a. pour loule valeur finie de j, 

lim P- : - " [f z , 

limÔ.„ z .-'. q z , 

lim Pi,«: - -Pi - • 

limQi,.-: - ^= 7: - • 

pi z Kq z \^p^ z ',q^^ z étant des fonctions liolomorphes dans tout le plan 
rpii satisfont à la relation 

q< z p\ Z' - - q.^ Z ' p J t= — I . 

Ces fonctions sont du jrenre zéro et n'admettent que des zéros simples 
qui sont réels et négatifs. 

Les réduites d'ordre pair et les réduites d'ordre impair tendent donc 
chacune vers une limite, mais ces limites sont différentes et peuvent se 
mettre aussi sous la forme d'une série de fractions simples 



p z 




— 


."î l^' 


r/.Zj 


*# /.J mf /^. 


7, Z^ " Z 






r ' • • . f. 



[J^A, ^k^ ''Aï ^h étant des nombres réels et positifs. 
Sf'cond cas. — I^a série Va,, est divergente. 

Dans ce cas, les réduites tendent vers une limite finie quelle que soit la 
valeur de j; il faut excepter seulement les valeurs réelles et négatives de r, 
et considérer ainsi la partie négative de Taxe réel comme une coupure. 
Cette limite est une fonction analytique de z qui peut se mettre sous la 
forme 






Ici 4>( «/ ) est une fonction réelle et croissante ( non analytique, en gé- 
néral ) qui croît de 4>( O ) -- o jusqu'à 4>( oc » -- • Cette fonction $( // ) 

peut d'ailleurs présenter (l<»s sauts brusques en nombre fini ou intini. La 
coupure sera ainsi une ligne de singularités essentielles dans le cas où $( // ) 
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présente des discontinuités dans tout intervalle (ce qu'il faut considérer 
comme le cas général) ou même lorsqu'elle est seulement non analytique. 
On rencontre souvent sous des formes un peu différentes des fractions 
continues qui rentrent réellement dans le type (I) et auxquelles on peut 
ainsi appliquer nos théorèmes. D'abord, en posant 

b^—- —, bn -■- > 

la fraction continue (I) peut s'écrire 

1 ^o 



b. 



, ^ - '^ 



et pour tz — I 

(F) 



b,t 



bit 



btt 

I H 



I H — 



A l'aide de l'identité 



bi bi-\- / 



'-^T 



la fraction continue (I") pourra se transformer en ( I' ) 



(I-) b. 



^ ^ . bx b^ 

z -h b^ - 

b^b^ 



z -^ b^-h bz— - 



■+-^4 4- bi 



la //'*'"*'* réduite de ( 1') est identique avec la 2/?'^"**" réduite de ( i) ou de (i") 
Cette fraction (K) est de la forme 

(H) ^-^ ^.- 



«1 



z ~h a* '- 






avec des valeurs positives des X,, a,. Cette forme (l^) se rencontre assez 
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souvent; dès lors, il y a de rintércl à savoir si elle peut se mettre sous la 
forme (P) avec des valeurs positives des 6/, en sorte que nos théorèmes 
soient applicables. En identifiant on a 

b^ b^ — }.,, 64 4- ^5 = «3» 



d'où Ton tire successivement b^^ 6,, 62, . . ., et généralement 



6*« -~ 



in 



«// — 



^/i -1 



X, 






puis Ôa;,., = \ : b2,r 

Cependant, il peut arriver que le calcul de ces ft, devienne compliqué et, 
puisqu'il s'agit seulement de savoir si ces quantités sont toutes positives ou 
non, on pourra quelquefois avec avantage se servir de la proposition sui- 
vante. 

Les quantités 6, sont certainement toutes positives si Ton peut trouver 
une fonction positive de //, P„ (P, — o), telle que 



f < p 



En effet, 6^ ~ -- <?st positif et ne surpasse pas — j^ir =^^2- ^^» ^' ^^2«-2 
est compris entre o et P„, on en conclura à cause de 



'2/1 = -ir > 

«/j — ^î/l-2 



que b.2n est positif, plus petit que — -—-^Pn^i- 
Donc on aura généralement 

et puis b.2n-^ = "^n '• ^2« cst aussi positif. 

En particulier les 6, sont tous positifs dans les deux cas suivants : 

i** Lorsque a^^i -f-X„, puisque la proposition énoncée s'applique alors 

en prenant P„ = i ; 

2'* Lorsque a^ ^ , > i -+- X„, il suffit alors de prendre P„ = X,,.., . 
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Considérons, par exemple, la fraction continue étudiée par Laguerre qui 
est de la forme (I'') avec les valeurs suivantes des coefficients 

Le calcul des 6, n'offre ici aucune difficulté et Ton trouve 

^0=1, 

puis 

_ I 

Laguerre, en supposant zréel positif, a montré que la fraction continue est 

convergente et égale à 

r* e-"du 

Il résulte maintenant de notre théorie que cette proposition s'étend à 
toutes les valeurs réelles ou imaginaires de Zj en faisant exception pour les 
valeurs réelles et négatives. 

Considérons, en second lieu, la fraction continue que nous avons ren- 
contrée dans ces Annales, t. III, et qui est encore de la forme H, abstrac- 
tion faite du changement de z en z^. On a 

^'0= i, Xfl— (2/î — l)(2/l)^(2/l 4- l)A-% 

k^ étant une quantité positive. Le calcul des 6/ se complique ici. Mais si l'on 
prend 

l'inégalité 

^ < p 

se réduit à 

et se trouve donc satisfaite. La fraction continue considérée appartient donc 
encore au type que nous avons étudié. 
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CHAPITRE I. 

ÉTUDK DES POLYNOMES P„(5), Q„(3). 



1 . Considérons une suite de nombres N, N| , Nj, . . ., liés par les relations 

N -- a,N, -h Ni, 
N, — a^Nî -f-Na, 



Na-, =«a-Na--4-Na-^,. 



On pourra exprimer successivement N par N, et N^, par Nj et N3, par N, 
et Nj, etc. 

\ -■ {a^ûi-h I jNj -he/iNj-- (flirtîa-, -f- a, 4- rtj.iNa -h («iflj -h ON* r- 

Introduisons un symbole 

déterminé par les relations 

( [ai]~.-fii, [r7j,rt.]=:rtf,ûrj 4-1, 

' [«1» «î, • • -, ^k] ~ [<7,, «2, . . .,aA. .,]rtA 4- [a,,a„ . . ., «A_î], 

on aura 

( O N -- [«i,«2, . • .» «a]N/. h- [a,,«j, . . ., aA--i]NA-n. 

Il est clair que IV, N^, N^+z sont liés par une relation linéaire et homo- 
gène. Il est facile d'obtenir cette relation. Multiplions (2) par a^t^, et rem- 
plaçons a^^, \y;. , par N^ — N^^o? on aura 

[<7A-ti]N — [^,, flTj, . . .,^am-i]Na — [«I, a*, . . ., aA._i]NA-Hï; 
multiplions par a,,^., et ajoutons, membre à membre, à (u ), il vient 

[«A + l, ^X-fsJN — [fl^l» «î, • • •> «*-4-î]Na 4- [rti.a,, . . .,rtA_l]NA-»-3» 

et il est clair qu'on aura généralement 

(•^) [^n , \9 ^x-2» . • -, <7x.»/-i]N 

— la^a^, . . .,aAw_, |NA--f- (— 0'"^*[«i»a^fi . . ., ^a-iINa-w 
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Delà, nous allons déduire une identité dont nous aurons besoin dans la 
suite. En remplaçant A" par a, / par j3 -h y -^ ^ ? ^^ ^ 

D^autre part, en éliminant Na^.|j^, entre les formules 
on obtient la relation entre N, Na, Na^p^^^., sous la forme 

(5) AN — [r?,, . . .,aa-Kp]i[^i, • • .,^a-4-?-hY]Na-l-( — l)?-^^[«,, - . .,««_,] Na^p^y_^.,j, 
OÙ 

La comparaison de (4) et (5) montre qu'on a identiquement 
Nous avons donc cette relation 

(A) [^1, . . ., aa^.p^-Y] X [flan-i, • • -, «^a+p] 

^^ L^i» • • •> ^a-4-pJ X [^«4-1» • • • > ^a-j-p-t-YJ 

-h (~ l)?[flf,, . .., tfa-^i] X [fla-h^+î, . . .,«a+p-HY]- 

Il est utile de noter certains cas particuliers. Pour j3 — o, on a 

(B) [rt,, . . ., aa^.y] = [ff,, . . ., «a] 

X [ûfa-Hi, • • • > ^a+YJ "*" L^i> • • •> ^a--i] X [ûfa-»-i» • • • » ^x-t-yj» 

et pour a =' Y = '> 

(C) [a,, . ..,ap4-î] X [ai, . . .,ap^,] = [rti, . . .,ap+i] X [aj, . . .,«^4-»] -+- ( — i)^. 

Pour 7 = 1, la relation (B) reproduit la loi de récurrence (i); pour 
a -^ I, il vient 

(6) [a,, . . ., «Y+i] = «iCrti, . . ., «Y+i] H- [^3, . . ., rty^,]. 

On en conclut facilement 



f?J_!. 


. . . , «x ] 


— - 


«I 


-h 






I 
«3 


— . . 


1 






[«i» 


«2 


-h 






+ . 


1 

• 


•4- 


I 

— > 
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tandis que, d'après (i), 

[a,, . . ., «a] 



Qk 



••-h — 

D'après ce qui précède, celte dernière fraction continue est aussi 
éffaie à v- ' • • •>^il ^ j'^^ jj çg|^ facile de conclure 

Il est clair que le symbole [a,, . . ., a^? • • •? ûî^J est linéaire par rapport à un 
quelconque des éléments a^t et, à l'aide de (B), on trouve facilement 

(8) [a,, . . ., a„] = [a,, . . ., a^t.,] x [«a+i» • • •> «/iJûia- -f- ^, 

où ^ est indépendant de a^^ et peut se mettre sous les formes 

Enfin, on s'assure encore facilement des relations suivantes, où m est un 
nombre quelconque, 

l r^(^u •— » ''*«s> - > • • •> ma^n-u — - = L^i» ^t> • • •>«««]» 

(9) ; p ■ 

f ma,, - » maj, — > . . ., maj„..,, — , /w«ï«-».i = m x [a,, a„ . . ., ai^^i J» 

2. Il est clair, d'après ce qui précède, que les numérateurs et les déno- 
minateurs des réduites de notre fraction continue s'expriment de la façon 
suivante à l'aide du symbole [a,, . . ., a„] que nous avons introduit 

Qj«(^) =L«i5,a„a33, . . ., a,„], 

Nous désignerons par PJX^)> Q«(^) ^^ ^^^ deviennent Pw(z), Q«(^) 
lorsqu'on remplace partout a/ par a/^.^. Les formules du n" l donneront 
ainsi des relations identiques entre ces polynômes en changeant a, en a, .3, 
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iois(iue /est impair. On a ainsi les formules 

Ql,i (-)=-- «î/iQî/i-l(5) +Qjn-î(-). 

On s'aperçoit facilement qu'on a généralement 

Qî/i-4-l ( ^ ) =: (Do -h (0, 3 4- . . . -^ CD„^i 3«+>, 

les coefficients étant des polynômes des a/. La loi générale de ces coeffi- 
cients est un peu compliquée; elle ne nous serait d'ailleurs d'aucune utilité, 
mais on reconnaît facilement les quelques expressions suivantes qui nous 
seront utiles. 

cVo ■:=:: flj -f- ûfi -h . . . ^jn» 

«^«-1 = *^«-i ( T-— - "^ "^r^r 4- . . . -+- — ) y 

n 

Hi>j = ^ (a, -t- «3 H- . . . «jA-l )««A-, 
1 

ili»,,-, = ill>„ ( — h h ... H ' I > 



«-'0 


— I, 




n 


s, 


= 2(«'-^ 




1 




2.r • 



<^/»-i = '5=-'/! ( 1 h. . .H 



(0, =r ûr, -h ûr3 4- . . . 4- «j/j+i» 



Cô/, 



= CiD„^., ( — 1 î h ... 4 ^- ) 
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A cause de la relation identique 

OU a 

3. Nous allons établir maintenant quelques propositions sur les racines 
des équations qu'on obtient en annulant les polynômes P et Q. Les poly- 
nômes P, du reste, ne diffèrent pas essentiellement des polynômes Q, et 
nous insisterons surtout sur ces derniers. Dans la relation (A) du n'* 1, 

posons 

a = 2/1 — 3, (3=:i, y = 2, 

il viendra, en changeant toujours o^ en a^z lorsque / est impair, 

on voit que 

forment une suite de Sturm. Pour 3 = — ce, cette suite présente n varia- 
tions de signe, pour j = o il n'y a aucune variation. On en conclut que les 
// racines de 

Qî/i(-) — o, 

sont réelles, inégales, négatives et séparées par celles de Q2n-2(-) = <>- 
Lorsque z passe en croissant par une racine de Q2n(-) = o, le rapport 
Q2«-2(^) • Q2/*(^) saute de = — 00 à -h oc. 
Posons maintenant dans la relation (A), 

<x=2n — 2, p = i, y ^^2, 
on aura 






a. 



donc 

Q,«+,(5) Qfn-l(z) 0.(0 



=: a 



1 



forment une suite de Sturm. Les n racines de 



Qs/i+i (^) 
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sont réelles, inégales, négatives et séparées par celles de ^^—J-^ = o. Le 

rapport Q^n-i (^) • Q2/»-f-i (^) saute toujours de — œ à -f- oo. Prenons main- 
tenant 

« = 2/1 — 2, (3 = 1, y = i, 
on aura 

"2/I-I vi/i i,-; - - i"in-\^9 "î/ï J I :: } 

donc 

Kiin ( -» )> : y : > • • • > ;;;; — — «i 

forment une suite de Sturm : les racines des Q2i(^) = o sont séparées par 
celles de ^*-^'-^ = o. Posons enfin 

il viendra 

donc 

Oî«4.,(^), Qtn(^h Qi«-j(3), . . ., Qi(^), Qo{^) = i 

forment une suite de Sturm. Les racines de Q2î^-i(^) = o sont séparées 
par celles de Qani^) = ^>- 

Nous venons de voir que les racines de 

;;; — L"i> "î*»» "3> • • • > "2/1— i-» "j/*-i J — o 

séparent les racines de 

yi/tv-^) = [^i> ^ï ^> ^3> • • • ^j«— 1> ^j« 2] ^=^ o» 

Donc aussi les racines de 
sépareront les racines de 
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ce qui revient à dire que les racines de PanC-) == ^ ^^i*^rent les racines de 

Q2i,(3)=0. 

De même, on verra que la proposition que les racines de Qani^) = ^ 
séparent les racines de Qa^-^C^) = o ne diffère pas au fond de celle-ci] : 
les racines de Pan+i (z) = o séparent les racines de Qan+i (z) = o. 

Il résulte de là que dans les décompositions en fractions simples 

Ptn(s) M, ^ M, _ ^ M„ 

;- ; Z=l ' H h. . .4- — ; > 

y,n(^) Z-hXi 5 4-X, Z-^-Tn 



les quantités M,, N, sont toutes positives. (Il va sans dire que les x, ne sont 
pas les mêmes dans les deux formules.) 

4. Les racines de Téquation Qn{z) = o sont évidemment des fonctions 
des n premiers nombres a/. Peut-il arriver cependant qu'une telle racine 
ne dépende point d'un de ces a^? C'est ce que nous allons examiner. On a 
d'après la formule (B) du n"* 1, en employant la notation que nous avons 
expliquée au commencement du n® 2, 

Nous savons que les deux polynômes Qrt(-), Pn(-) ne s'annulent jamais 
pour une même valeur de z, de même Q«(-) et Qn-^i{z). Cela étant, il est 
facile de conclure de la formule (i) : 

Si X = a annule deux des fonctions Qan^a/i'C^)? Qa/iC^)» Pîn (^)? cette 
valeur x = a annulera aussi la troisième de ces fonctions. 

Si X = a annule deux des fonctions Q2n-i-2«'(^)? Qa/i-iC^)? Qin'(z) cette 
valeur x = a annulera aussi la troisième de ces fonctions. 

Dans le second membre de (i), c'est le polynôme Qî".(z) seul qui dépend 
de a2n+i ; en mettant en évidence ce coefficient, il vient 

OÙ i\(z) est un polynôme qui ne dépend point de a^n^f H est clair mainte- 
nant que les racines de Qin-i-in' (z) = o qui ne dépendent point de a.^ 



'2IH-I 
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doivent satisfaire aux équations 

q««(5)pî;:(^) = o, 

Une telle racine doit donc annuler Tun des deux polynômes Q2/i(^)j 
PJ^.(z), mais, d'après ce qu'on vientde voir, elle annule alors aussi l'autre. 
Réciproquement, une valeur z^= a qui annule Q2n(^) et V\l.{z) annulera 
aussi Q2n-»-2n'(^) d'après la formule (i), puis aussi R d'après la formule (3), 
et sera par conséquent une racine de Q2n+2n'(^) = ^ ^ï^i est indépendante 
de «2/14^1 • Ainsi les racines de Q2n+a/i'(^) = o qui sont indépendantes de 
^2/i-h< coïncident avec les racines communes des deux équations 

Va il est clair que ces équations peuvent, en effet, avoir des racines com- 
munes, car la première ne dépend que des paramètres a,, a.^^ ..., «a,,, la 
seconde des paramètres a2//+2? ^2/î+3j •••i ^2/1+2/1'- Maison voit aussi qu'en 
général, c'est-à-dire lorsque les «/ ne satisfont pas à certaines conditions 
particulières, ces racines n'existent pas. 

On établira de la même façon que les racines de Q^^n-^m'i^) = o qui sont 
indépendantes de a2n coïncident avec les racines communes des deux équa- 
tions 

La formule (2) donne lieu à des conclusions analogues qu'il suffira 
d'énoncer. 

Les racines de Q^m-^^n-^-hi^) = ^ qui sont indépendantes de aa;, coïncident 
avec les racines communes des deux équations 

Les racines de Q^n+in-hii^) = ^ qui sont indépendantes de a^n+t coïnci- 
dent avec les racines communes des deux équations 

5. Nous allons établir maintenant les propositions suivantes qui complè- 
tent celles obtenues au n° 3. 



I - l> 



■ I 



. ■^'. fi: s^T-rir-f'^s par ci?IL?s de 



,-.t: 



-.^ -kt'.î.> :• ^i,_i._ r : j = o 54.Hit séparées par celles de 

Vil-: - J:*-. " •- — '- • 

. •- -il • Il > :•' '^ij-i, .. - = «^ s«>nt séparées par celles de 



u:' / 



♦ .■ ■ 



i OH retrou>e les prt>posItions du n" 3. 
Vil -i -i .:•• .:«,\;Loppor la déiuoiislratioii de la première proposilioii. 

Vît.... ^' i>i.î-'i>:;»-'-OM-i<^>Pîîi^'- 
, i .il v:j;'!*sts N-'i racines doQ.,,1^ J^ = o raiijrées par onlre de grandeur crois- 

Ji' iiiémc K'x racines de l\*:; ^ r ^ — : i> par 
v*i TouxoniMe vies racines x el ^ par 

»'*! '*^ »rj »s^ A"^ *«>^ ... v^ .l'ii^fi'. I • 

\ VU cUuil» la pi\>posilion énoncée revient à ceci : la suite des ipiantités 

\h\ Vu <* **^ *'••!• **• '^^* présente (|ne îles variations de sipn». 

hVlluMHl *^>ii,.,^V «a^« 1^* ^*i{r»^* dc^— iV^"': quant il Q.„,5,(.r, ) deux cas 
là *IUlî«K"**** \^A\^\\ qu'on a .r, ^ a ou r, p. 
M li^ |iivniier nis« 
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dans le second cas, 

Or, on voit facilement que dans le premier cas Qin-ii^) ^ le signe de 
( — i)" et Pj^,(a) le signe de ( — i)"'^S car a est plus petit que la plus petite 
racine de Q2/1-1 (5) = o et aussi plus petit que p. 

Dans le second cas, on voit de même que Q2/i(^) a le signe de (— 1)", 
QI" (?) le signe de (— i)"'^*, car ? est compris dans Tintervalie des deu\ 
plus petites racines de Q*^,(j) = o. On voit que, dans tous les cas, Qaiï-fa» C^i) 
a le signe de (— 1)"-+'''+» ; ainsi Qin^^n'Ç^o)^ Q2/l-^2«'(^l) présentent une va- 
riation. 

Supposons maintenant que, dans la suite des X/, deux racines consécutives 
^A ^t'^^A-n soient des racines a. On aura 

Or, a et a' étant deux racines consécutives de Q^ni^) = ^ comprennent 
une racine et une seule de Qa^-i (^) = o : donc Qa^-i (a) et Qa^-, (a') ont 
des signes contraires. 

D'autre part, entre a et ol' il n'y a par hypothèse aucune racine ? de 
Vl".(z) = o. Donc Vl"„((x.) et Pj"(a') ont même signe, et il s'ensuit que 
Q2/i-H2/i'(-^A) et Q2/h-2«'(^ah-i) présentent encore une variation. Dans le cas 
où Xff=z p, x,,^^ = p', on aura 

Q2«(?) et Q2«(?') ont même signe, QZ(^) et Q]"Cfi') ont des signes 
contraires; Q2w+2w'(-^a) et Q2/i->.2/i'(^a->-i) présentent encore une variation. 

On arrive à la même conclusion dans les deux cas qui restent à discuter, 
Xff= OL^ a;^^ , = p et Xf^= p, .^^+4 = a; dans le premier cas, 

Q2;«-i(^)"^ ^ pî^r rapport à Q2n(^) les propriétés de la dérivée Q2,X^)î 
ensuite Q2«(P) a le signe de Q2/i(a-h£), Q2n-i(a)le signe de Q2/i-i(a-l- e) 
(e positif très petit). 



J. l6 T.-J. STIELTJES. 

On en conclut aisément que le rapport Q3,_,(a) : Qj,(P) est 
l'>isuite P\"(3) a par rapport à Qî^ (=) les propriétés de la dérivée 
a le signe de Pi;(^ — e); Qî;(p) le signe de Q'^O — e)- Le 
!'"(«) 'Qtn(t^) a donc le signe de 

i'n-(?-î):Q\up-t), 

et ce signe est +, si l'on remarque (jue ^ esl une racine de PîJ. 
([ui est comprise entre deux racines consécutives de QJ^(s) 
Qîn-rjfl(^*)i Qitn^in'(''^A+,) présentent encore une variation. 
Enfin, si l'on a 

0«-.,(-r*+>)^0M-i(«)l*î2(«). 



négatif, 
rapport 



(.-) = 



on constate que Qj„(?) : Qj„_,(a) est positif, puis Qi».(P) : P^ («) est 
négatif. 

Les n ■+- n' premiers termes de la suite 



0,„,,™(-r,) 



('" 



-"') 



ne présentent donc que des variations et l'avant-dernicr terme esl donc 
négatif, tandis que le dernier terme est positif. La proposition énoncée se 
trouve ainsi établie. 

Nous avons supposé dans ce raisonnement qu'aucune racine a n'est 
égale à une racine p. C'est ce qui arrive en général, mais la nature même 
de la proposition montre qu'il peut en être autrement dans des cas excep- 
tionnels. En ellel, d'après notre proposilion, chacun des n + n — i inter- 
valles formés par les racines de 

renferme une racine a ou bien une racine p. Mais on ne saurait dire 
a priori <\uc\s sont les intervalles qui renferment une racine a et quels sont 
ceux qui couliennont une racine p. En elTel, celte dislril}ulion des racines 
a et p dans les dilTérenls intervalles varie d'un cas à l'autre selon les \alcurs 
dos a,. 

Les coefficients a,- variant d'une façon continue (tout en restant positifs), 
il doit donc arriver des cas exceptionnels, au moment où la distribution des 
racines a el ^ dans les intervalles subit un changement. Et il esl.(i|air que 
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cela ne peut arriver que de la façon suivante : deux intervalles consécutifs 
renfermant le premier une racine a, le second une racine p, la racine a peut 
passer dans le second intervalle, tandis qu'en même temps la racine ^ entre 
dans le premier intervalle. Au moment critique, les racines a et p sont 
confondues avec une racine de 

C'est, on le voit, le cas exceptionnel étudié au n° 4. 

6. Nous pouvons établir maintenant, très facilement, la proposition sui- 
vante. Soit x,f une racine de 

Q/*(-) = o. 

Xf( peut être considérée comme une fonction de «/ et ta dérwée partielle 

àxf, 

ne peut jamais être négative. 

Pour la démonstration, il faut distinguer quatre cas selon la parité de n 
et de i : il suffira de développer le raisonnement dans un seul cas. Supposons 

d'où 

«'«J/i+i Q'in+ta'i^k) 

Or, nous avons démontré que Q2«(s:) Pll(z) a par rapport à Qa^+aw (^) 
les propriétés de la dérivée; donc 

est positif et, puisque x,^ n'est pas positif, la propriété énoncée se trouve 
démontrée dans le cas de n pair, / impair. Exceptionnellement, la dérivée 
peut être nulle. 
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CHAPITRE IL 

LE DÉVELOPPEMENT SUIVANT LES PUISSANCES DESCENDANTES DE z^ 



7. La formule 

où Qn(-)Q«-4-i(5) est un polynôme du degré /2 H- i, montre qu'en déve- 
loppant les réduites 

\\{z) P«M5) 

suivant les puissances descendantes de :;, les n premiers termes de ces dé- 
veloppements sont les mêmes. En écrivant 

on définira donc une suite de quantités 

^0» ^1> ^S> ^3> • • ■ 

qui sont parfaitement déterminées et qu'on pourra prolonger aussi loin que 
Ton voudra. Les c, sont évidemment des fonctions rationnelles des a,, et, si 
Ton introduit les 6, {tyoir l'Introduction), les c, sont des polynômes à coef- 
ficients entiers et positifs des &/. 

La manière la plus élégante pour obtenir les expressions des C/ parles bi 
nous paraît être la suivante, que nous avons obtenue dans le Mémoire pu- 
blié dans le tome III de ces Annales. 

On calcule d'abord les quantités a/^^? I^m \^^^ l^s formules 

«OQ — I, a, = lorsque />o; 

Po.*== «0,^-+- fh^i,kf 
Pi,*= «i,A-+- ^*as,A» 



Pi,A- — «i.A- -H '^j/H-j «H-i.A ; 
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«i,A-Ki — ^î/H-lp/,A-+- ?i-l,A« 



Il en résulte qu'on a a,^^ == jî/^^ = o lorsque / > /r. 

Les expressions a^^^, ^^^^ obtenues, on peut calculer un coefficient c,^ quel- 
conque de plusieurs manières par Tune ou l'autre des formules 



• • • » 



Les coefficients c„ étant définis, nous considérons la série infinie 

^'0 Ç^ _i_ — — -u 

et nous dirons que c'est là le déi^doppement de la fraction continue sui- 
vant les puissances descendantes de z. C'est une définition purement for- 
melle; nous verrons bientôt que la série est souvent divergente quelle que 
soit la valeur de z : aussi ne faut-il l'envisager pour le moment que sous le 
point de vue purement formel. 

Les c„ sont des fonctions rationnelles des a^^; nous donnerons un peu plus 
loin les formules qui expriment réciproquement les a^j au moyen des c„. 
A l'aide de ces formules, on pourra donc TèàuxTe formellement une série 
procédant suivant les puissances descendantes de z en une fraction con- 
tinue. 

8. On a 

• • • • I M ■V 



et, en développant suivant les puissances descendantes de z les termes du 
second membre : 
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« ^1 



Qo(5)Q,(5)-^ 



— > 



' _ «î . «3 ^1,^1 



Qi(^)Qî(5) 



A» <W A» A» 



' _ , «5 £î , «î 



0.(5)Q.(-) 



' -3 ^V ' -5 

^ ^ -** 



' _ £t . £$ 



Q3(-)Q4(a) 



^^ ' -5 



I £* 



En ajoutant les n premières séries, on obtient le développement de 

P f 5) 
" /': « Or, si Ton remarque que 

où c, X|, X2, . . ., Xn^i sont des nombres positifs, on voit facilement que 
tous les coefficients eJ^ sont posit ifs , et Ton en conclut que, dans le dévelop- 
pement (i) de 

les n premiers coefficients Co, c,, . . ., C;,»., sont positifs, et que les coeffi- 
cients suivants a^', a"^,, a^^^^, ... sont plus petits que c^^ c„^n ^n-^ro^ ••• 
respectivement. 

On peut obtenir le développement d'une réduite en la décomposant d'a- 
bord en fractions simples. Posons, comme au n° 3, 

Ptn(z) ^ M, ^ M, ^ ^ Mn ^ 

Qj/i(-) -S4-J:, Z-^ÛT^ '" Z-\-Xn 

on en conclura 

n 

C;t = 2M/a:f [A: = o, I, ?.,... (2/1 — i)]. 

1 

Ensuite, en considérant une réduite d'ordre impair 

P,,^,(c)_No . N, . N, . . N;» 

-h • > 



Qji»+l(5) ^ Z-¥X^ Z-^-œ^ '" Z-hXn 
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croii 



n 



Ca 



=z^^iX^ (/: = o, 1,2, .. .,2n){jro — o). 



ces expressions donnent lieu à la conséquence suivante : 
La forme quadratique 



m — 1 m — ï 



^ ^ ^/»-»-/+* X| Xa 







est une forme définie et positive y en sorte que le déterminant 



Cp ^p-¥-l ^p-i-i • ■ • ^ 



pH-m— 1 



*p-<-l ^/i-1-î ^/ï-+-3 • • • ^p+m 



■ •• •••• ••• 



^p-*-m — l • • • ^/?-»-Sm— J 



est positif. 

En eflet, si nous prenons un nombre n tel que 

p -h 2ni — 252/1— I, 

il est clair que la forme quadratique considérée peut s'écrire 

n 



9. D'après ce qu'on vient de voir, on a 



•< > 

C 



n 



'/i-f-1 



c'est-à-dire le rapport C;,^., ic^ croît avec n. Deux cas peuvent donc se pré- 
senter : ou bien ce rapport croît au delà de toute limite, et alors la série 



£o ^ 

-s 






est toujours divergente; ou bien ce rapport tend vers une limite Unie X, et 
alors la série est convergente pour [ z | >> X. 

D'autre part, nous savons que la plus grande racine de 
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croît aussi avec n. Nous allons montrer que, dans le premier cas, celte ra- 
cine croît aussi au delà de toute limite, et, dans le second cas, elle tend 
vers la limite X. 

Posons, sans distinguer les valeurs paires ou impaires de /?, 

n' 



1 



n n -^ \ 



Il = - OU — — et Xn; étant la plus grande racine, on aura 



n 



2 '«,-'•?"' 



''"-'- ' <x„. 






2 ""<' * 



,: ^/î-Kt 



Donc, si -^^^ croit au delà de toute limite, il en sera de même de x, 

Cn 



Mais supposons 



Iim := /; 



la limite de x^' ne pourra pas être < X : je dis qu'elle est égale à X. Pour 
cela, il suffira de montrer que x,t' ne peut pas devenir plus grand que X. 
Supposons en effet X;, == X -f- e, £ étant positif, et considérons les deux 
séries 



.w «.« 



Nous savons que la série (2) est convergente pour | :j| >x„ =- X 4 £, 
mais divergente pour \z\<Ci x^'^ et donc en particulier pour 

l<\z\<l-ht. 



Or, puisque lim -^^ = X, la série (i) est convergente pour | :; | > X et, 

Cn 

puisqu'on a ol^ < c^,, a'^^, < c^,^,, . . ., la série (2) sera aussi convergente 
pour les mêmes valeurs de z et, en particulier, pour 

^<|5|<X-+-e. 
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La même série (2) serait donc en même temps convergente et divergente 
pour X << I ^ I < X H- £. Cette contradiction montre que la supposition que 
Xn' peut croître au delà de X est inadmissible et Ton a bien 

lim .Vn' ^=^- <•• Q- F- !>• 

10. Mais la fraction continue étant donnée, comment peut-on recon- 
naître si Cn^i'.Cn croît au delà de toute limite ou tend vers une limite 
finie? La réponse est très simple. Considérons les nombres 

- bn (/^ = I, 2.3, . . .). 



^/î^/t-»-i 



Si ces nombres ne sont pas limités supérieurement, c,^^,:C;, croîtra au 
delà de toute limite. Mais, si ces nombres ont une limite supérieure /, le 
rapport c,^^, ic^ tendra vers une limite finie qui ne peut pas surpasser /\ L 

Les nombres bn n'ayant pas de limite supérieure, cela veut dire, (juelque 
grand que soit un nombre M, on pourra trouver toujours un entier m 
tel ((ue 

b„, î > M. 



a,» a 



m **//ï-+-l 



Posons, selon le cas, m ^ a/^ ou m = 2/^ h- i , et rangeons par ordre de 
grandeur croissante les racines des équations 

QînC— -) = 0, Qj/n-j(— -) = O, 

en les désignant par 

^l> ^s> • • ■ ^«> 

Hi» P2> • • • î^/l-»-l> 

on aura, d'après le n° 2, 

«1 -r 5Jj — . . . -f- a,7 rzr 6>j -h ^j -t- . . . -I- Oin—i > 
3| -r pj-T- . . . -h p/i^-i =r c>| -+- C>j-I- . . . -!- C^i/iH-1) 

d'où l'on conclut 

Les différences a, — p,, . . ., a^ — p^j étant positives, il est clair que 



J.2^ T.-i. STIELTJf>. 

On voit donc que la plus grande racine de Q^^i— z) = o, el, par consé- 
quent, aussi le rapport c«^, : c^^ croît au delà de toute limite. 

Si les nombres b^^ 6,, 6„ ... ont une limite supérieure L choisissons un 
nombre C tel que C/^ b^ et considérons la fraction continue 

Cl 



i 



I — 



Les Cn étant des polynômes à coefGcients positifs des b^. il est clair que 
si Ton réduit en série cette fraction continue, les coef&cients seront plus 
grands que les coefficients correspondants de la série 



^ £i _. £i 

^ï ~*~ -» 



Or, on s'assure facilement que la série obtenue est identique à celle 
qu'on obtient en développant la fonction algébrique 






qui est convergente pour | z | > 4'- Donc le développement 



£? _ £i 



mtrd aussi convergent pour |z|>4/j d'où Ton conclut que le rapport 
^n^i » f'n l<-*nd vers une limite finie qui ne peut pas surpasser 4/. 



11. Le développement 



£0 £1 _i_ £î. 



et celui de J^ \ ne difl'èrent que par les termes en 



j^n-t-l^ -«-*->' 



On en conclut que le développement de 
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ne diffère de Pn(^) que par des termes en 



^n—n'-i-l' ^/i — n'-ht 



n' étant le degré de Q„(^). Par conséquent, dans le produit 



les termes en 



\ z M -*» / 



, -_ , . . . , . 



manquent. Cette condition détermine Q«(^), à un facteur constant près. 
Supposons d'abord n pair et posons 

Qs/i(— -) = «0-+- «1^ -+- «!«'-+- ««-"; 

en écrivant que les termes en 

I I 

_ • • • * > — — 

manquent dans le produit par 



Ct 






il vient 

(I) 



ao^*-+-«iCx-»-i-l-. ..4-a„c^4.„ = o (A:=ro, I, 2, ... /i — i), 



et, si Ton remarque que Qa;, (o) = i , on obtient 



(2) 0,,(-5) = 



mt 



Cq Cj Cl 



• • • • • • 



^«-1 Cn Cn^i 



Cn 

• ■ • • 



Cl 






• . • . 



C/» C„4.i 



cl»-»-l 
Cj/t-l 



Pour exprimer plus simplement les formules (i), nous introduirons un 
symbole S/(u) dont voici la définition : /(u) étant un polynôme, S/(u) 
sera le résultat obtenu en remplaçant dans/(w) les diverses puissances de 
Uj a*, w', w*, . . . par Cqj c., Ca, . . . respectivement. On aura donc 



(3) 



S|«*Q,«(-i/)j = o 



Fac. de T, - VUI. 



(A: = o, I, 2, . . ., /î — i). 

J.4 



'J--U- * = 



jr^oH: UlLJr 



r «j.: 



I— — r ZAT 



"*• -'^LL iO. vf 



'Tl . . • 



rir^.^mi i- — ?^_ — r 



- . ^ r** -t-njr» = — : . icmc 









-♦h* riinuiie:? 4. 



^ ». . 



<J-ïa-: -- =- 






- I 



c* 



- 1 • -î 



^/t ^/t -t - ' - 






<^î;. 



2vt 



Les cœfficieQts des plus UntUftH piii^^^ianc^rs de j dans Qj,^^ k Q* -^ i'- ) 
soat coaaus d'après les formules drj n** 2, 

La comparaison avec (2) f:i{G) donne dés lors 

a^a^ ... «,^ - A„ : B^, 

si nous introduisons les notations 



A» = 



c, c, 



Cn-X 



C 



n 



• • • • • • t 



C«-i C 



I «-n 



^•%H • 



H« = 



• • • • 



•/l-HI 



• • • • 



Ct,-. 



(Ao-B,= i), 



on en conclut 



(7) 



«1. 



a; 



fCn 



(I 



n 



!/• » I 



H 



^H A^ ♦ I 



Ce sont le« formulo^ qui oxpriniont los <i« par les C|. 



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. 



J.27 



Le coefficient de z dans Q2n^î (^) étant a, -h a. 
il vient, d'après la formule (6), 



•^-«2n+^(î^O'^^°2), 



(8) 



en posant 



«l-+-«3-+-- • • -+- «S/»-»-l = 



C„ 



^/»-»-i 



c« = 



Cî 



/H-1 



• • • w 



Al-f-ï 



• • • • • • 



/î-hl *'/ï-»-ï 



^S« 



Co— I 



12. Les expressions des numérateurs P^ni^)^ P2n+i (^) sont un peu plus 
compliquées, mais s'obtiennent encore aisément par cette remarque que la 
partie entière de 



s exprime par 



( -4» 4f ^ 



s( /(-)-/(") | 

( z — u 



Il suffit de vérifier cela dans le cas/(>3) = z*. 
On aura ainsi 






) 

Des formules (2) et (6) on déduit alors facilement les expressions sui 
vantes. Posons 

"•0 = ^o> 

R, = Co5*4- CiZ -h Ci, 



R^ =z Co5* -h C, 5*-* -h ... -h C^, 



on aura 



(9) 



P,,(-5)=- 






Ro 


R. .. 


. R«-i 


Co 


Cl 


c, .. 


c« 


Cl 


c% 


C3 .. 


^/H-l 


Cn-l 


Cn 


• • . . 


^î/l-1 



* B,„ 
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Ro 


Ri 




B, 




^1 


Cl 




^/I-H 


Jn-i-lC — -») 


c% 


Cl 




C/n-s 




Ch 


Ch-¥\ 




C%n 



'• A||-i-|. 



Pour >j = o, on conclut de la formule (9) 



(") 



flj H- «4 H- . . . -f- a 



t/i 



O 
Co 



^0 

^1 



Cn—\ 



m • 



^/l-l ^/l 



^Jn~l 



I B;,. 



A regard du symbole S, nous ferons cette remarque à peu près évidente 
que, V„(w) étant un polynôme du degré /i, la valeur de 

SiV,(«)j 
est égale au coefficient de - dans le développement de 

en supposant m>/i h- i, ce que nous écrirons 



SJV,(,/)j = R6s.jv„(-^0^^j- 



D'après cela, on a, par exemple, 



SJQ;„(-(i)| = R6s. Qî,(a) 



= Rés. Q,«(M) 



Qi«4i(w) 

t4-]V(//)Qi ;, .n(^0 

Qi«vi('0 
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Nous rassemblons ici quelques formules de ce genre 

S|«QÎ„(-«)I = — !— f '- — H '- V 

sKqî„..(-«)J = -^. 

( W ) "f /n-l 

S -^ Qî«+1 (— " ) = «1 + «^8 -*- • • • -+- «sn+l y 

f ce I 

I 

^^ w >=:a,-+-a4-+-. . .4-ajn- 

Voici enfin une dernière remarque : supposons 

1 
on aura 

n 

S|V,(«)j = yM,V„(^,), 

t 

1 

d'où Ton voit que, si le polynôme V„(a) ne devient pas négatif pour w > o, 
la valeur du symbole 

est toujours positive. 



—— 



4 
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CHAPITRE III. 



OSCILLATION ET CONVERGENCE D'UNE FRACTION CONTINUE. 
CAS OU LA PARTIE RÉELLE DE s EST POSITIVE. 



13. Supposons z=i et écrivons P;,, Q;, au lieu de Pn(i), Q«(i)- Les 
relations 



montrent que Ton a 



P,<P,<P,<..., 

Po<P,<P4<.., 

Qi<Q3<Q5< .., 
Qo<Qj<Q*<..., 



en sorte que dans le second membre de 



• • • ~T~ 



5 

i ■ 

1 ! les termes vont en diminuant. 



Q. ""QoQi QiQ, Q,Qi Q«-, Q« 



On en conclut que les réduites d'ordre impair vont en diminuant, sans 
devenir jamais plus petites qu'une réduite quelconque d'ordre pair. Les 
réduites d'ordre pair vont en augmentant sans surpasser jamais une réduite 
quelconque d'ordre impair. Ainsi les réduites d'ordre impair tendront tou- 
jours vers une limite finie, et il en est de même des réduites d'ordre pair. 



. P 

Vî/14-1 






et 

L,>L. 

Si la quantité croissante Q^-iQ/i croit au delà de toute limite, on aura 

L,= L; 
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si, au contraire, Qn^t Q» tend vers une limite X, on aura 

L, = L4- ^• 
Or on voit facilement que Q2»> i, donc 

d'où 

Ensuite on conclura 

Qi/i = «j/i Qî«-i + Qj/i-î > Qî/i-î + «1 «i/», 
d'où 

Qî/i> «i(«jH- «4-+-. . .-4- a,„). 
Donc, si la série 

est divergente y Tune au moins des quantités Qa», Q2n-»-i croîtra au delà de 
toute limite et 

Nous dirons, dans ce cas, que la fraction continue est convergente. 
D'autre part, ayant 

on en conclut 

Qn-l -+- Q/»= (l -H ««)Qn-l-+- 0;»-t< (l -h «/. Q„-, H- Q«-i), 

donc 

Or, si la série 

est convergente^ le produit 

(i-4-ai)(i-+-a,)(i-4-ai). . . 

l'est aussi et ne croît pas au delà d'une limite finie. 

Dans ce cas donc, Qa» et Qa^+i tendront aussi vers des limites finies et 

l'on aura 

Li>L. 



J/ia 
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La fraction continue, dans ce cas, est oscillante. Si Ton pose, dans ce cas. 



s = 



2^*' 



on aura 

•4 

L,— L>4^*'. 

Les propositions sur la convergence et Toscillation de la fraction continue 
ont été obtenues depuis longtemps par M. Stem {Journal de Crelle, t. 37). 

Dans le cas d'oscillation nous venons de voir que Qj„ et Qj,^, tendent 
vers des limites finies; il est clair qu'il en est de même de Pj„ et Pj,^,. 

14. Supposons maintenant z = x réel et positif. On aura, d'après ce qui 
précède, 

lim 






lim 






= F(X), 



¥,(a:)lF(x). 

Il y aura oscillation ou convergence selon que la série 

aiX -h ÛEj -f- «3 x 4- «4 4- . . . 

est convergente ou divergente. Mais il est clair que cela ne dépend en 
aucune façon de la valeur particulière de x, et l'on arrive à cette conclusion : 
si la série 

2^« 



est nonvergenle, la fraction continue est oscillante pour toute valeur posi- 
tive de ic, et l'on a 

F,(^)>F(^); 

si au contraire la série est divergente^ la fraction continue est co/iper^e/i/e, 
et l'on a 

15. Passons aux valeurs imaginaires de z. Pour étudier séparément les 
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réduites d'ordre pair et celles d'ordre impair, nous remarquerons que 



a, 



«4 



Qo(^)Q,(5) Q,(^)Q4(^) 






^ 



in 



Qîn-,(5)Q,.(^)' 



a^c 



as 2 



a 



î/i-t-i*' 



Qî/i-i(2)Q2„4-i(-) 



11 s'agit donc de l'étude de la convergence des séries 



(I) 



2 



Q.*-,(-)Q,a( = )' 



(2) 






(^) 



Supposons :; = X -+- //, la partie réelle de z étant positive, et considérons 
un domaine quelconque S dans lequel x admet une limite inférieure X qui 
soit positive. Je dis que dans ce domaine la série (i) est uniformément 
convergente; en effet 



ii-+-n' 



2ô; 



an le 



*-î(^)Qî*(-) 



n-f-n' 






)l 



Or il est clair que 



Q\k-t(z)(i^k(z) =zC{z -4- a,) (5 -h a,)- • -(^ -*-«,*- 1), 

C et a,, ao, ..., aji-i étant des constantes positives. Pour ;: = x 
X étant positif, on a évidemment 



r 



n 



donc 






et puisque ar^X, à plus forte raison 



donc 



I Qxk-t{z) Q,^(c ) I > Q,;t-,(X) Q,;t(À); 



rt-Ml' 



•y a»* 

^Q.*-,(5)< 



)Q.*(«) 



n 



n-i- n' 






(>) 



Or la série 



«t* 



1 



^'*'="'"few' 



Fac. de T. — VIII. 
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€■ -, .:a(tl» au»> t*^il -Jl 'n *• %iii/irv_ 
>t H«*;r -Ait-u"' O» *• «1 «lurc butr. «lu^ 



l'... 



*A4U^* <* '»'/* »*•*»*- «l'Ai' iy^^^ixfjtyij^ -caa» *. i trubuT- c'afr» bl I^h» 

«44W i>,M.t,v '^\* 






^l±-ill 



'■«) Util fin iiiihin'iil ri,mrrf/i'nt(' thu* S f\ F,fi;^»l holomorphe dans ce 
ini'll»- ititiitniiH-- 

Alffli 'i'ihn Initli: Irt |i(i(li<' «lu (iImii oi'i h partie réelle de : est positive, 



l''«i, !',( - j •'■l.iiil ilrn fiiiicliiiiii |ioloiiir)r[ihcH. Ce» fonctions ne sont pas 
llliiltlll|llim ililli» l« ( tia (m'i In nMU< 

I-*! ti'H\i<mi<Hlv; ii|li<aBi.iii ii|it|ilii|iii>H iliuiN le cjiH oj'i cette série est diver- 
Uf'i*h' hit|i|iiiiiiini> • - - -f- ( At'l |«<Mlil', l'i l'iiiNDiiM u-nilir x vers zéro, on con- 
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dut aisément des expressions de F(x), F, {x) par les séries 

lim Y{x)z=z rtjH- flf^-h ^6^-. . ., 



.x=0 



\\v[\x¥^{x) = i: (aj-t- ûfj-h rt^s-t- • •) 
Si la série 



^«tn 



est divergente, F(.x) croît au delà de toute limite. Si la série 

est divergente, x¥ ^{x) tend vers zéro. 
Remarquons que 



Qj/i(^) ^dx-^Xk 



2 



1 
n 



^d I X X' ^ ' jr/» ^ ' 



s 



} X X' ^ ^ XP ^ ' xP(x -{- x^.)\ 



Qtn(x) X X^^^ ^^^ ^ XP ^^ '^ XP-^'^ {0<^^<.l), 

on aura donc aussi 

et de même 

''•(^>=F-â^---+(-')''"'^+(-')''l& (o<;'<.). 

16. 11 faut étendre maintenant ces résultats au cas où la partie réelle 
de z est négative. On y arrive facilement à Taide d'une proposition de la 
théorie des fonctions que nous établirons plus loin. Mais, avant d'aborder 
cette étude, nous allons examiner le cas où la série 

1 

est convergente. On peut traiter ce cas par une méthode particulière, grâce 
à cette circonstance que les polynômes 

tendent vers des limites finies. 
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CHAPITRE IV. 

ÉTUDE DU CAS OU LA SÉRIE 2a„ EST CONVERGENTE. 



17. On a identiquement 



n 



Pî/i(^)— ^^Hi^U-i(^), 



1 

n 



Qin(^)—l -H 2^2aQi*-i(-)» 



1 
n 



IN/i+i(-) = » -h^aiA-t-i^i^ik{!^)f 



1 

n 



Qin-^l(^) = Z^^iA-hl^Qtki^)' 



Par conséquent, en supposant que la série 



2^" 



soit convergente, les séries 



2«îaPj*-i(-)» 



1 

«0 



^'^^aikQik-i{^)f 



1 

•0 



00 



sont convergentes lorsque z est réel positif. 

Considérons un domaine quelconque S dans lequel le module de z admet 
une limite supérieure X qui soit finie. Je dis que les séries précédentes sont 
uniformément convergentes dans S, et, puisque leurs termes sont holo- 
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inorphes dans S, il s'ensuit qu'elles représentent dans S des fonctions ho- 
loinorphes. Il suffira de considérer la première série. On a 



rt-f-/ï' 



/n-n' 



2«uP2A-l(-) <^Oij,.\Pi^..y(z)\. 



n 



n 



Or PjA^i (5) est un polynôme à coefficients positifs; donc 

|P,*-.(-)|<Pu-.(|-|)^P.*-.(>0, 



puisque 


1 z 


donc 


\ ^ 




n-k-n' 




2«î*Pî*-l(-) 


Or, la série 


n 



n-¥-n' 



<^^tk^ik'iO)' 



n 



1 

étant convergente y on peut déterminer un nombre v tel que, pour /^^v. 



n-\-n' 



2^**^«*-*(^)<^' 



n 



quel que soit /i', e étant aussi petit qu'on le voudra. Pour les mêmes va 
leurs de /i, on aura donc aussi 



n-f-n' 



2 ^«* *'«*-» (^) 



n 



<Ê, 



et, puisque z est un point quelconque du domaine S, cela montre que la 
série considérée est uniformément convergente dans S. 
D'après cela, nous avons 



1 

<0 



q{z) = \-^^a^kQîk-dz) ==limQ,;,(5), 



1 

<0 



Pi(-) = i-+-2 «•*+i-Pt*(-) = limP,;,H.i(5), 



7i(-)= ^«^jAH-i-Qt*(5) = limQ,„^,(5), 
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les quatre fonctions p(s)^ S^(^)> Pi(^)? Çti^) étant holomorphcs dans 
tout le |)Ian. Elles sont liées évidemment par la relation 

18. Il est clair, d'après ce qui précède, que la série 

a» 
1 

ï'Ht absolument convergente^ et même que la nouvelle série, obtenue en 
remplaçant P^^^ ,(5) par son expression comme polynôme de z, est abso- 
lument convergente. Dès lors, dans la nouvelle série, il est permis d'or- 
donner suivant les puissances de z, ce qui donnera 



*'t le roefficient OLf^ sera la limite du coefficient ^o,^ de j* dans !%„(:;) (n" 2). 

I.e.H nirines conclusions s'appliquent évidemment à q{z)^ Pi(^)^ ^iC^)- 

Nous venons de voir que P,2n(^) '^cnd uniformément \cr^ p(z)j et il est 

riair que p{z) est une fonction continue de z. On peut en conclure que, 



1» '^19 •*'3> 



/•tant une suite infinie de nombres et limz^ = Z (pour n = x), on aura 

aussi 

\hïï\\„{z„) —p(7.). 



n .: m 



Vax ed'et, entourons le |)oint limite Z (supposé fini) par un cercle C. A 
partir de n ^ v, z,, sera à Tintérieur du cercle et, à cause de la converfi^enct» 
uniforme, on aura 

(I) \\\„{^)-p{^)\<-> 

pour// v', z étant un point yw^/co/iç^a^ situé à Tintérieur de C. D'anln* 
pari, Zn tendant vers Z, on aura aussi 



à partir de /* "v". Or, 
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et dans la formule (i) il est permis de remplacer z par z^; dès lors, on 
conclut 

P««(5j-/>(Z)|<2£, 



pour n^N, N étant le plus grand des nombres v, v', v". Enfin on trouvera 
facilement, par la considération de la série 

a» 

qu'il est permis d'ordonner le second membre suivant les puissances de A, 
et d'en tirer la conclusion qu'il est permis de diflerentier autant de fois 
qu'on le voudra la série 

«0 

1 

on a donc 

et la convergence de P[^^^(z) vers p'(z) est uni/orme dans tout domaine S 
où 1 5 1 est limité. Supposant lim^;, = Z, on aura aussi 

19. Nous allons obtenir maintenant les fonctions />(z), etc., sous forme 
de produits infinis, en nous bornant à développer le raisonnement dans le 
cas de 

g{z) = \ïmQtn{s)' 

Les polynômes P ne diffèrent pas au fond des polynômes Q, on a re- 
marqué déjà (n** 3, à la fin) que 

et dès lors il sera facile d'étendre le résultat que nous allons établir pour 
5'(z) aux fonctions /?(z), pt(z)^ qt(z). On a 
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Nous supposerons les x^ rangés par ordre de grandeur croissante. 



Il I , , 



3i élanl II? coefficient de z dans le développement 



Lorsrproii remplace // par /* -h i, nous savons que x,, Xj x* décrois- 

srnt, mais il est clair qu'on aura toujours 

I 

J^ii > — • 

Par consériuent, pour // = oc, Xj^ tendra vers une limite positive que 
nous (Irsifçnerons par Xy^, et 

.Ir (lis d'ahord que la série 

I I i 

^- -h r h ^ h . . . 
Al Aj Aj 

i?sl ronvrrffnntr,, lin edet, soit A* un nombre fini quelconque, en prenant 
// /■ /i, on aura 

il I I r I 

;. -♦-..- -h. ..-+-:r-> \ h. ..H y 

A, /., /a ^'\ ^i ^t'A 

puisque X, tend vers X, en diminuant toujours. Mais, d'autre part, X/ étant 
la liinitr de x,, on peut supposer n assez grand pour que la différence 



G'; '-•■-*-i:)--(i-^--^i) 



soit inférieun* a £, et alors 



I II 11 I 

. !...♦. < H...-I h£< h. ..H -hS, 

/i Ia .#-, xx .*-, X;, 



I I I 
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•s 

Ceci prouve que la série V ^ est com^ergenle et que la somme de cette 



'A- 
1 



série ne saurait surpasser p, . 
Puisque Xi^ tend vers X;t, on a 



lim Q,« ( — j:a^) =: o = ^ ( — X^); 



/I = «0 



les Xyt sont des zéros de la fonction q{ — z), 

20. Peut-il arriver que plusieurs X soient égaux, qu'on ait par exemple 

X;t étant < X^^.|, X^^^/^i > X^^^.,? Il faut d'abord remarquer que i sera néces- 
sairement fini puisque la série 

1 

est convergente. Ensuite, nous pouvons prendre n assez grand pour que 

diffèrent aussi peu qu'on le voudra de leurs limites 

Nous pouvons donc supposer que 

soient tous dans l'intervalle Çkk^i^ Xyn./^,). 

Ensuite, nous pourrons trouver un nombre n' tel que les racines 

de 

Qi/n-l/i' ( — « ) ==o 

se trouvent toutes dans l'intervalle 
^A+i+i restant toujours supérieur à X^^./^.,. 

Foc. rfe r. - VIII. J.6 
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De cette façon, on voit que l'intervalle 
de deux racines consécutives de Qan+an'C — z) = o renferme les racines 



•^A-4-l> »^A-l-lJ 



^k^i 



de Q2/i( — z) = o. Or nous avons vu (n*' 5) que, dans rintervalle de deux 
racines consécutives de 

Qî/iH-i/i( — -) = o> 



il se trouve soit une racine de Q2«(--2:) 
P.^", (—-:?) = o. On a donc nécessairement /: 
nombres 

Aj, Aj, A|, . . . , 

il n'y en a point qui soient égaux. 



- o, soit unr racine de 
= 1, c'est-à-dire parmi les 



i 1 

il 

■ . • 

■■ i 

■i 



1 

:" ii 

■ : » 

' 1 

■ 1 



I 



'2! . Soit £ lin nombre positif aussi petit qu'on le voudra; le produit 



(I) 



^r 



n(->^) 



étant convergent pour toute valeur finie de z^ il est possible de déterminer 
un nombre m tel que 



n( 

m -ht 



'^IT'-' 



<£. 



I 

I 

I I 



V 



:fl 
I' 



Nous supposons ici que z ait quelque valeur finie fixe. Soit 



il est clair que 



et puis aussi 



-=hHB 



m 



nht} 

1 

û(-é) 



<M, 



<£. 



,i. 



M 
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A cause de 



m 



<$ = 



n( 



■ + Clx 



n(-é) 

m-4-l 



on en conclut facilement 



(2) 



m 



« 



-nO^è)--^^'' 
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le module de e' étant inférieur à e. 

Considérons, d'autre part, pour n^m l'expression 



m 



<5'-(->=n('-i.)><iT(-Ji) 

1 m-^ï 



il est clair qu'on aura encore 



m 



n{-*T) 



<M, 



iiO-.^)- 

OT-+-1 



<£, 



d'où l'on conclut 



(3) 



m 



Q.„(,) = Ij('-^i)+M^'' 



le module de £" étant inférieur à e. 
En faisant croître n indéfiniment, 



m 



n (■ - r.) 



tendra vers 



m 



n(-f.) 



Dès lors la comparaison des formules (2) et (3) montre que l'on a 



limQ„(5) = «, 



J.Vl T.-J. STIELTJES. 

c'<»sl-à-dire la fonction holomorphc q{z) peut se mettre sous la forme 



n(-^) 



Ainsi, la fonction q{z) est du genre zéro, elle n'admet point d'autres 
z/toh que les — \f, qui sont des zéros simples. On arrive pour p (z), p^ (2^), 
y, (z) à ries conclusions toutes semblables. 

22. Poijr toute valeur de z qui n'annule pas q {z) ou q^ (5), on a 

Inri ^ -r f == ^ > 

Qî/,(5) 7(-) 

Pî«+i(-) ... Pd^) 
nm v^ — — ^- - — ; — -• 

Nous allons obtenir ces limites encore sous la forme (Kune série de 
fractions sim[>les. Pour cela, considérons la décomposition en fractions 
simples 

Qt/i(— ^a) 

Pour /^ -- 00, a;^ tend vers Xy^, il s'ensuit que M^ tendra aussi vers une 
limite finie rjiy^ ^'0, 

Il eHt rlair (pje (jl;^ q^I positif ^ car, à cause de la relation 

leh fonrtioriH p(z) <'t ^(-s) ne peuvent pas s'annuler pour une même m\- 
La Héri«' 

<'st convrrffenU^, Kn elliît, prenant n suffisamment grand, 

diflére.a aussi (leu qu'on le voudra de 

Ml -h Ml -h. . .-h Ma-; 



RECHERCnES SUR LES FRACTIONS CONTINUES 



J.^5 



donc 



fjL, -h. . .H- |jla.< M, 4- M, -h. . .-hMjt4- e, 



fJL, -h . . . -h |JL;t < M, H- 



t 



«1 



Il s'ensuit que la série 



2 



f^A 



est convergente et que la somme de cette série ne saurait surpasser — 
Cela étant, et puisque les nombres 

^l> ^t> ^8> • • • 

croissent au delà de toute limite, il est clair que la série 



=2 



s = 



F-k 



z-h'k 



k 



définit une fonction méromorphe dans tout le plan. 

Soit £ un nombre positif aussi petit qu'on le voudra, puisque X^t croît au 
delà de toute limite, on pourra trouver un entier m tel que 



£ 



et Ton aura alors, à plus forte raison, 



d'où l'on conclut 



£ 



( ' — ' > 2, j, • • • }» 



|X;;, + /4-5|>X;„ + /— |5|> -, -^ — ^, <£ ( / ZZ". I , 2 , 3 , . . . ) « 



En écrivant 



m 



=2 



s = 



F-k 



2 -h X 



-h 



2t 



Fa 

.r— , 






on aura 



2 



m-t-1 



F-k 



Z-hli 



< 



2i^* V £ 



donc 

(4) 



m-4-1 
m 

'=2 



m -f-1 






j5 4- X^ rt, 



le module de e' étant inférieur à e. 
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y,,.sj ~^ -— z-i a,' 
!<' ifuMul'! lin t' ^Uinl inférieur à e. 

V- M; 



lim 



2î^ = 2=-^- 



I fffrn lom la Cfrri{>araiK<;n de» formules (^) et (5) montre qu'on a 
23. NoiJH vimoriB de voie que la série 



2.. 

l'Hi ('(»iivi>rK<'i>l''') pliiK g(';n oralement, on a 



(,--o,,,5,3,...>. 



I )'iil)fird lu Mi^rir roiiHidéiTc est bien convergente, car la somme 

dillV'i't* (tiiHiti [«'Il f|ii'iiii le voudra de 

Mi-rJ 'H M,j;', + . . . + Mi;ri; 
put' ('MiiNi^i|iii'ii|, elle Hcru iuréi'icMire à 

M,.i'', +. . .4-Mtxi-t-s, 
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et, à plus forte raison, inférieure à C/ 4- £, puisque 



n 



Soit donc 
On aura a<c,. Déterminons un nombre m tel que 
£ étant un nombre positif aussi petit qu'on voudra, on aura 



m 



(6) a=2f**^*-^«'' 



£' étant plus petit que e. En ciïct, 



■0 OD WO 



m-f-1 m-f-1 



m-i-1 



D'autre part, on a 

m fi 

et il est clair que 

n n 

y Mtxi< -L- y M*xi-' < .^^ < e, 

m -♦- 1 m -+- 1 

donc 

m 

(7) C/ = 2 M*^i-+-e"» 

£" étant plus petit que £. 
Or, pour /i = Qo, on a 

m m 



lim 2 *** ^i = 2 '^*^'*' 



dès lors la comparaison des formules (6) et (7) montre qu'on a 

a=^ Ci C. Q. F. D. 



i 
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24. Il suffira d'énoncer les conclusions analogues résultant de Tétude de 

la formule 






N, 



N. 



s ~*~ JC\ 



(Ml cliorchant ce qu'elle devient pour /i = oc. On aura 



Vji- = lim Nx 

lim '^^-^t(^) _ Px(^) _ 'io 



(Ar = o, 1,2,3, ...), 



2ï 



V* 



r~ y 



Si 



Ci'- 



^^H'4 



{i= 1,2,3, ...). 



(loiisidéroiiK siu* une droite infinie OX... une distribution de masse (po- 
niiiv*'), la niasse m, se trouvant concentrée à la distance Ç, de Torigine O. 
\tn Mf)iinne 

|M»iil éire appelée le moment d'ordre k de la masse par rapport à Torigine. 
Il résulle a|f)rs des formules précédentes que le système des masses 



a pour momiMil d'ordre k la valeur c^ (A* --= o, 1 , 2, 3, 
De même», le syslénu» des masses 



(« = I,2,3, . , .) 



)• 



(1 = 0, 1,2,3, .. o. 



où 0„ o, aura l(»s mêmes moments c^. 

Nous appellerons />a>/>AV//<* <t(*s momrnis le problème suivant : 

Tn)N\'rr unr (fisfn'hufion do masse positiio sur une droite (Ooo), les 
moments d\)rdre h (h c>, 1 , 2, 3, . . .) étant donnés. 

Désii^nous <N»s mouHMUs par Tai <'t remarquons d'abord que ces données 
de la question «loivenl satisfaire i\ certaines inégalités. 

EnotTel, nous supposons qu*il soil possible de trouver des w,, Ç,- tels 
qiio 

r* * ■ 2. IH ■ ^ * 
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il s'ensuit {voir la fin du n*^ 8) que tous les déterminants 
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'/>-+- 1 



'/»-<- 1 



'P-+-J 



^p-hm—\ ^p-hin 



'p-\-m— I 



'P-*-m 



• • • 



^/M-Jm— J 



doivent être positifs et, en particulier, les déterminants A;,, B;, du n® 11. 
On en conclut que, si Ton réduit en fraction continue la série 



Ço _ £1 ^ __ 

^« "*" ^3 • • • » 



on doit obtenir une fraction continue du type que nous étudions avec des 
valeurs positives des a,-. 

Cela étant, nous distinguerons deux cas dans le problème des moments, 
le cas déterminé et le cas indéterminé. 

Le cas indéterminé a lieu lorsque les données c^ sont telles que la série 

est convergente. 

Il est facile de justifier cette dénomination : en effet, nous venons do 
voir que dans ce cas le problème admet au moins deux solutions, soit par 
le système des masses ((X/, X,), soit par le système des masses (v,, 0/), et, 
dès lors, il est facile de voir qu'il y a une infinité de solutions. Nous mon- 
trerons plus loin qu'il y a même toujours une infinité de solutions dans les- 
quelles la masse est distribuée sur l'axe d'une façon continue avec une 
densité finie en chaque point. 

Le cas déterminé a lieu lorsque la série 

1 

est divergente. Nous montrerons en effet que, dans ce cas, le problème 
des moments admet toujours une solution et une seule. 
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CHAPITRE V. 

SUR QUELQUES THÉORÈMES DE LA THÉORIE DES FONCTIONS, 
ET LEUR APPLICATION A LA THÉORIE DE NOTRE FRACTION CONTINUE. 



25. Soit 

/i(«), /i(5). M=)> ... 

une suite infinie de fonctions analytiques, toutes holomorphcs dans un 
cerclé G tracé autour de l'origine avec un rayon U. 
On aura donc 

m 

/*(-) = 2 Afc'. 



ces séries étant convergentes tant que | j | <^ U. 
Considérons la série 

1 

nous la supposerons uniformément com'crgcnte pour |:;|f U|, c'est-à-clirc 
à rintérieur et sur le contour d'un cercle C, tracé autour de l'origine avec 
un rayon 11^ plus petit (|ue U. 

Soit encore IV un nombre plus petit que U, mais pouvant différer de R 
aussi peu qu'on le voudra. Nous su{)poserons encore que le module de Li 
somme 

admet une limite supérieure I-., quel que soit // et quelle que soit la valeur 
de z à rintérieur ou sur le contour du cercle C, tracé autour de l'origine 
avec le rayon IV. Il peut arriver, du reste, que ce nombre fini L croisse au 
delà de toute limite lorsque IV tend vers U. 

Dans ces conditions, nous allons démontrer le tliéoreme suivant : 

La série 

1 

est uniformément convergente pour |w|<R'. 
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Et ron peut ajouter, d'après un théorème connu de M. Weierstrass, que 
nous avons appliqué déjà plus d'une fois (n^* 15, 17), que cette série repré- 
sente une fonction holomorphe dans le cercle C. C'est du reste ce qui 
résultera aussi de notre démonstration. 

26. Rappelons d'abord ce lemme : 
Si la série 



f'st uniformément convergente pour \z\=K^ on aura 

|a/l< ^/» 

M étant le maximum du module de f(^z) pour |z| = R. 

Et l'on sait que l'uniformité de convergence de la série pour |>5| = R est 
assurée, lorsque le rayon de convergence de la série surpasse R. 
On aurait pu considérer une série 

m 
— m 

la limitation 

aura lieu alors pour les valeurs positives et négatives de i. 
La série 

1 

étant uniformément convergente pour I^I^R^, cela veut dire qu'étant donné 
un nombre £ aussi petit qu'on le voudra, il est possible de trouver un entier n 
tel que 



n-j-n' 



^Mz) 



<e, 



quel que soit n\ et cela pour toutes les valeurs de z dont le module ne sur- 
passe pas R|. 
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n-i-n' 



2/*(-) 



est une somme d'un nombre Gni de séries 



toutes convergentes dans le cercle G. Elle pourra donc se mettre aussi 
sous la forme d'une telle série 



n-^n' 



'n-hn' 



2/*(')=2-' 2;a 



k 
i 



n 



n 



En appliquant à cette série le lemme rappelé plus haut, en posant |:?| = R,, 
il vient 



n-+-«' 



2* 



k 



n 



<F 



Cette limitation montre que la série 



Ha; 



est convergente; nous posons 



ci = ^k\ 



27. A l'intérieur, ou sur le contour du cercle C, on a 



l/i(3) + /i(a)+--- + /-.(s)l<L, 



mais cette somme 



/.(«)+/.(«) 



/«(s) 



peut se mettre encore sous la forme d'une série 

i^CiAfV 



convergente dans le cercle C. En appliquant le lemme pour |^| = H', on 



RECHEUCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. 



.1.5'i 



conclut 



n 



2 A/ 



< 



R" 



Cette limitation a lieu quel que soit n. Or nous savons déjà qu'en faisaiil 
croître indéfiniment w, 



2* 



tend vers une limite finie C/. On en conclut 



I^'I=r7/' 



et Ton voit par là que la série 



\\z)^^crJ 



est convergente dans le cercle C, puisqu'elle l'est dans le cercle C qui diflï're 
aussi peu qu'on le veut de C. 

28. Soit £ un nombre aussi petit qu'on le voudra; nous avons vu qu'on 
peut déterminer un nombre n tel que 



donc aussi 



et puisque 



on aura 



/i-+-rt' 



2a,^ 



< 



R{ 



2;a? 



= n/ 



R'. 



n-¥ n 



2 Af=2A?-2Af. 



i»-»-n'-»-l 



n 



2Af 



«-+-«'■+ 1 



< 



11 



Nous obtenons une autre limitation, pour la même expression, par 1<> 
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rai(tr.nnf m<înt suivant. D'jprès nivp,>thése admise -m * 
unt que z ^ R - <>r 

En ^ippliipiaQt le lenune piior ; = R . il «ùniira 

Arinr. ^n faisant croître indéâniment a*. 



^. .Nous allons dêmootrer nuinteiunt le thèoràn« ràooeé. en Ëûsuit 
vjîr en même temps qae la somme de la îerie est F' ; l 
Potir cela considérons l'eipressioa 

r .- -V/.>.-\ 

''t soit R' on nombre un peu infériear à R . ta différence R' — R' ëtani 
d'ailleurs aassi petite qu'on le voudra. 

rioit i an nombre aussi petit qu'on le voudra ; nous allons Éûrv voir qo'oD 
peut trouver toujours on entier n le! que 



,=.-VA. = ''<. 



'[n'rl que iv>it n et quelle que soit la valeur de s dont le mitdule seolemenl 
ne doit pas ftorpaaser R'. 

\ oici en frffet comment on obtiendra ce nombre n. Déterminons d'abord 
F»ri 'mtier p t«l que 



'r; 



R-'<; 



R' 
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Cela esl possible puisque R"^ R'. Soit ensuite 



M 



R'\p 



R' /R'\' /R'\ 



et choisissons un nombre positif e' tel que 



aMe'< -£. 

2 



Ce nombre e' obtenu, on détermine enfin n par la condition 



n-hn' 



2/*(-) 



<s', 



tant que |s| = R,. Cette détermination est encore possible parce qu'on sup- 
pose que la série 

1 

est uniformément convergente pour | ^ | ^ R, . 
D'après les n®' 26 et 28 on peut en conclure 



2 A* 



n-i-n'-i-i 



Ha; 



/l-H/l'-f-l 



as' 



^ 2L 



Or on a 






c'est-à-dire, si Ton se rappelle la définition de C/, 



n-t-n' 



F(^)-2/*(*)=2='( 2 A 



/i-+-n'-f-l 



On en conclut, tant que |z|^R", 



«-!-«' 



F(=)-2/*(') 



« 


« 


<2r" 


2 A? 





n-hn'-hl 



I 
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Cette limite supérieure est égale à 

lît, par conséquent, inférieure à 

c'est-à-dire inférieure à 

.M.'+aL(jj,j ^— H" 
' R' 
cVst-à-dire enfin inférieure à i. 

Notre théorème se trouve ainsi démontré, car la substitution de R' au lieu 
de II' n'a aucune importance. 

:J0. Considérons maintenant une suite infinie de fonctions 
/,{ = ), /,( = ), /.( = ). ■■-, 
liolomorphes dans une aire quelconque S, dont nous désignerons le contour 
par s. Nous supposerons que la série 

soit uniformément convergente à rinléricur et sur le contour d'un cercle C, 
décrit autour d'un point 3^ de S comme centre avec un rayon 11,, ce domaine 
(le convergence n'ayant aucun point commun avec s. 
Nous supposerons ensuite que le module de la somme 

/l(=)+/.( = )-H. ■■ + /,( = ) 

admet une limite supérieure indépendante de ndans toute aire S' intérieure 
à S et sans point commun avec s. 

La série 

fst uniformément convergente dans S' el représente une /onction hoto- 
morphe dans S. 
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Il est aisé de déduire ce théorème de celui qu^on vient de démontrer. 
Décrivons autour de z^, comme centre, un cercle C avec le plus grand rayon 
possible qui ne déborde point en dehors de S. Soient R> R, le rayon de ce 
cercle, R' < R le rayon d'un cercle concentrique G' qui ne déborde pas en 
dehors de S'. 11 est clair alors que nous pouvons appliquer le théorème 
démontré et conclure que la série considérée est uniformément convergente 
dans C, el représente une fonction holomorphe dans C De cette façon on a 
étendu le domaine de convergence de la série du cercle C, au cercle C. Soit 
maintenant z\ un point quelconque à l'intérieur de C', décrivons autour de 
ce point un cercle C, avec un rayon R', qui soit entièrement à l'intérieur 
de C. Alors on voit que la série est uniformément convergente pour 
i- — -^(il^I^c On pourra donc répéter le même raisonnement que nous 
avons fait pour le point z^ et le cercle C,, et, en continuant de cette façon, 
il est clair qu'on finira par reconnaître que la série 

est uniformémont convergente dans toute aire S" intérieure à S' et sans 
point commun avec le contour de S'. En même temps ii est évident que 
F(z) est holomorphe. C'est là le théorème énoncé, la substitution de S" 
au lieu de S' étant sans conséquence. 

On sait que le maximum du module Ac f,{z)-\- ...-\- f„{z) dans S' ii 
toujours lieu sur le contour de S', Dans l'énoncé de notre théorème ou 
aurait donc pu exiger seulement que le module /,(;■) -i-. .. + /„(;) sur le 
contour de S' reste inférieur à un nombre fixe. 

Enfin, il serait facile de généraliser notre théorème au cas où il s'agit 
d'une série dont les termes sont des fonctions de deux variables imagi- 
naires. 

31. On peut donner à notre premier tliéorème une forme un peu plus 
générale en considérant une suite de fonctions 

/,(-), f,{z), f^z). ... 

holomorphes pour /■< |:: | ■< Il et par conséquent développables eu séries 



/i(=)=2;*f- 
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convergentes pour 



r<|5|<H, 



Quoique les raisonncmenls soient absolument analogues à ceux que nous 
avons exposés, nous devons cependant les indiquer rapidement, parce 
qu^ils donnent lieu à une remarque qui nous sera indispensable dans la 
suite. 

Nous supposerons que la série 

1 

soit uniformément convergenie pourri^f^j^R, 

/•</,< H, < H, 

et ensuite si /*' est un nombre quelconque surpassant r, R' un nombre 
quelconque inférieur à U, 

/ <r'<r,<H,<H'<l<, 

nous supposerons que pour /•'2|>3|5H' le module de la somme 

A^-)-H- /»(-)-+-. ..-+-//.( = ) 

admet une limite supérieure indépendante de n. Cela étant, on peut affirmer 
que la série 



est uniformément convergente pour /' 5 1 c ( *f IV. 

En même temps F(5) est holomorplie pour r<;|^|<R. On peut 
d'abord déterminer un nombre n tel que 



n-^ n' 



^fk{z) 



<e, 



pourr, ^|z|^R|. On en conclut 



n-h/i' 



2 



^ 'k\ « 



A? < -f- et 



n t-n' 



2 



n .*i . £ 
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d'où Ton voit que la série 



est convergente. 



Pourr'<|3|<R\ona 



d'où 



et ensuite 



n 



Ci 



=2* 



k 
i 



^M') 



1 



<L, 



2 A? 



<R77 et 



n 



2^' 



L 



<^'I<R?7 et |c/l<pî 



On voit par là que la série 



+• 



F(x!)=2 



C/5' 



est convergente pour r < | 3 1 < R puisqu'elle est convergente pour 
/•'<|-|<R'. 

Ensuite il est facile de voir que, £ étant un nombre aussi petit qu'on le 
voudra, on aura 





2 Af 

/n-n'-+-i 




el 


/I-f-/l'-f-l 




is aussi 










/î-+-/I'-»-l 


2L 

<H'< 


et 


2*î 

n-H/ï'-+-l 


aL 



32. On pourra maintenant, par un choix convenable de n et pour 
/•"< I s I < R" (/•' < /•", R"< R'), rendre 



/n-/r 



F(-)-2/*(-> <*• 
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Pour cela on déterminera d'abord les entiers p eiq par les conditions 



{^) 



T I 

— ?<v 



2L( '-pV X 



Soil ensuite M le plus grand des deux nombres 



I -t- 



Li + (LiX 



R'V 



et choisissons un nombre positif t' tel que 



2M£'< ye. 

4 



Ce nombre t' obtenu, on détermine enfin n par la condition 



n-^-n' 



^M^) 



<£', 



tant que Ti^^^R,. 

Pour faire voir que ce choix de n satisfait, en effet, à la condition 
énoncée, remarquons d'abord qu'on aura 



2 A? 



n-+-n'-i-l 



11' 

^5î 



el 



2 Ai 



n + n'H- 1 



2£' 



puis aussi 



2 a: 



n-^n'-k-i 



< 



2L 

R" 



et 



2 a; 



n ■+■ n'-4- 1 



2L 

<777. 



Ensuite il vient 



1 _oo \ n-+-n'-4-l / 
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Pour z*"? I :j I ^ R", on aura donc 



n-hn' 



F(5)-2/*(*) 



Cette limite supérieure est égale à 



«0 


• 


«0 


OD 





2 Af 

n-hn'-hi 


— 1 


2 Af 

n -4- n'-h l 



2r" 



— 1 



.ffi 



et, par conséquent, inférieure à 



i Af 

n.4-;t'-4-l 


;,-4-l 


«0 

n -4- n'-4- 1 


i Af 

n + n'-f- 1 


-(^-4-1) 


i Af 

n -4- n'-f- 1 


re à 


r^ »^ »-• 2 Li 




^•0 

VI 






c'est-à-dire inférieure à 



2Me'^2L( jpj X ^„-^2Me'-^2Lljj\ x ^ 

I 1 

c'est-à-dire inférieure à e. 

Il résuite de cette démonstration que dans le développement 

-f-«o 



— «0 



le coefficient c, est la limite du coefficient de z^ dans le développement de 

n 



pour /^ = 00. Cette remarque nous sera utile plus tard. 

33. Nous avons vu (n° 15) que, tant que la partie réelle de z est positive, 
la réduite 
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leiid pour /< = x vers une limite Fi z i qui est une fonction holomorphe 

de z. La série 



I 



cKl uniformément convergente dans tout domaine S dans lequel la partie 
r<^telle de z admet une limite inférieure qui soit positiTe. 
Posons 

on aura 



P,,*- 



^-VA-. 



r'i*Kl-à-diiv 

I 1 

AduH^ttons que ;; ait une valeur quelconque non sur la coupure, on aura 

I s 

Je désigne par (z)Iq m inimam du rn^yJule de j — u lorsque u varie de 
o à 00 en passant par toutes le» s'4Ï^tit% thAX^ et positives. Il est clair que, 
lorft<|ue la partie réelle de z est fMj$iiii^e ou nulle, on aura 

mais si, dans z = a -f- ^/, a e»t n/;^atif, on aura 

On voit que (z) est positif, non nul tant que le point z n>st pas sur la 
#;oupure. Puisque, par définition, on a 

il viendra 



«'Mt^«^ire 



il I 1 



2/^<-''<«,-;Tr 
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Considérons maintenant un domaine quelconque S qui reste à distance 
finie de la coupure; dans ce domaine (z) il y aura une limite inférieure X 
qui sera positive. Dans tout le domaine S on aura alors 



^Mz) 



1 
< — î> 



et cette limite supérieure est indépendante de n. 

Soit maintenant a un point quelconque du plan non sur la coupure; 
nous allons montrer que la série 

«0 

est convergente pour z := a^ et que la convergence est uni/orme dans le 
voisinage de a, c'est-à-dire dans un cercle C décrit autour de a avec un 
rayon assez petit pour n'avoir pas de point commun avec la coupure. 

Prenons arbitrairement un point z^ et un cercle C, dont z© est le centre 
et qui soit tout entier dans la partie du plan où la partie réelle de z est 
positive. 

Nous pouvons alors construire encore d'une infinité de manières un do- 
maine S englobant les cercles C et G, et qui reste à distance finie de la cou- 
pure. Dans ce domaine S le module de la somme 

n 

1 

admet une limite supérieure indépendante de n, comme on vient de le voir. 
D'autre part, nous savons que dans le cercle C, la série 

«• 

1 

est uniformément convergente. Nous pouvons donc appliquer le théo- 
rème du n** 30 et affirmer que cette série est uniformément convergente 
dans S et partant dans G|. Et, en même temps, nous savons que F(z) est 
holomorphe dans S. 

Cela revient donc à dire que les réduites 



Pi«(5) 



n 
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tendent vers une fonction holomorplu» F(z), tant que z n'est pas sur la 
coupure. 

34. L'étude des réduites d'ordre impair 



■ 1/I-Hl(5) 






) 



se fait de la même manière et conduit au môme résultat. Nous savons quo 
la série 






(3) 



est uniformément cons>ergente dans tout domaine S où la partie réello 
de z admet une limite inférieure positive. Or, à l'aide du théorème du 
n*^ 30, on peut conclure que la série est convergente dans tout le plan hors 
de la coupure, et représente une fonction holomorphe. Ce théorème, en 
eifet, s'applique grâce à la limitation 






< 



a^(z) 



qu'on obtient sans difficulté. 

Dans tout ce qui précède, nous n'avons pas eu à distinguer les deux cas 
où la série 

«0 



est convergente ou divergente. Dans le pçemier cas, les fonctions V{z) et 

F, {z) sont distinctes, mais nous n'apprenons rien de nouv(»au, ce cas ayant 

été déjà étudié d'une manière plus approfondicî. 

Mais, dans le second cas, les fonctions V{z) et K|(^) sont évidemment 

identiques et l'on peut écrire pour un point quelconque du plan non sur la 

coupure 

i> ( *^ 

la convergence étant uniforme dans le voisinage du point considéré. 

La nature de la fonction F(z) se trouve ainsi mise en lumière; le seul 
point obscur qui reste à éclaircir, c'est la nature de la coupun\ Pour r(»la. 
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nous allons obtenir pour cette fonction F(z) une autre expression analy- 
tique, plus explicite que la série par laquelle nous l'avons définie jusqu'ici. 
Mais cette recherche rencontre encore de sérieuses difficultés et exige des 
considérations assez délicates. 

35. Étudions d'abord un cas particulier dans lequel un segment de la 
coupure ne présente aucune espèce de singularité pour la fonction F(z). 
Soit 

une suite infinie de nombres entiers, positifs, croissants. On aura évidem- 
ment, n parcourant la suite de ces nombres, 

et la convergence sera encore uniforme dans le voisinage du point 5. Soient 
a et b (a<^b) deux nombres positifs, nous supposons que pour n = v^t 
l'équation 

n'admet jamais une racine comprise entre — 6 et — a. 

Considérons un cercle G dont le centre est le point et dont le 

rayon R est un peu inférieur à • On constate facilement que pour tous 

les points à rintérieur ou sur le contour de ce cercle, on aura 



Q«»(5) 



< 



»,e-^-n) 



en supposant toujours n = v^t. Il est aisé d'en conclure, d'après notre théo- 
rème, que si l'on pose (/^ = v;^) 

|j^ =/,(5) 4-/,(;:) 4-. . .+/,(5), 
la série 

est uniformément convergente dans tout le cercle G et représente une fonc- 
tion holomorphe. Donc la fonction F(z) est holomorphe dans ce cas, même 
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dans un domaine qui comprend à son intérieur une partie de la coapore, et 
sur le segment de la coupure entre — h et — a la fonction F(z) n'a point 
de singularités. Cependant il faut remarquer que, dans ce cas, si z est sur 
la coupure entre — 6 et — a, la relation 

n'a lieu que tant que n parcourt les nombres v^. 

Soient r,, R, Tr, <; R,^ deux nombres compris entre a et b. Les fonc- 
tions /^(z) sont toutes holomorphes pour 

a<[z\<b; 



ensuite pour r, f { z | ^ R, la série 



2a(^ 



est uniformément convergente, comme cela résulte aisément de ce qui 
vient d'être dit et de ce que nous avons démontré déjà antérieurement. 

Dès lors il est facile de voir que nous sommes dans les conditions exigées 
par le théorème du n^ 31, et nous pouvons conclure : la série 

1 

représente pour « < | ^ |<C ^ ^^^ fonction holomorphe qui peut se mettre 
sous la forme 

et, d'après la remarque à la fin du n** 32, le coefficient c, est la limite du 
coefficient de j' dans le développement de 

La valeur de c_, est donc la limite du coefficient de z~* dans le déve- 
loppement de 



Qin(^) Z-^Xx Z-\-X^ Z-\-Xn 
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Si Ton suppose a?^< a, Xp^^ ^ 6, ce coefficient est évidemment 
car on a pour a < | z | < 6 






1 

n 



/, + ! 

36. Nous allons exprimer ce résultat un peu autrement en introduisant 
une fonction croissante, discontinue Ç;,(w) qui jouera un rôle important 
dans la suite de nos raisonnements. 

Ayant posé 

Oî«(5) ^Z-\'Xk' 

1 

nous définissons la fonction <p;,(w) de la manière suivante 

9„(i/) — M„ x^<u<x^, 

9n{u) = M, 4- M„ ^,1 M < x„ 

9«(w) = M, -i-Mî-t-Ma, J73<f£<^i, 



> 



9/.(w) = M,-+-M,-t-.. .4- M;,-,, Xn-iiu<x„, 

?/*(«) = Mj 4- M,4- . . . -h M„, Xni M < 00. 

Soit c un nombre compris entre a et 6, on aura 
Ainsi dans le cas particulier que nous considérons on a 

«0 

tant que a < | .s |<< 6 et la valeur de c«, s'exprime par 

c-, = limQ„(c), 
n parcourant toujours les nombres v^t. 
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CHAPITRE VI. 

REMARQUES SUR LES FONCTIONS CROISSANTES 
ET LES INTÉGRALES DÉFINIES. 



37. Le problème des moments que nous avons posé au n® 24 nous con- 
duira à considérer une distribution de masse quelconque sur une droite Ox. 
Une telle distribution sera parfaitement déterminée si Ton sait calculer la 
masse totale, répandue sur le segment Ox. Ce sera évidemment une fonc- 
tion croissante de a;, et réciproquement, étant donnée une fonction crois- 
sante de X, on pourra toujours imaginer qu'elle représente, de la manière 
indiquée, une distribution de masse. Ceci nous amène à faire quelques re- 
marques sur les fonctions croissantes. Soit donc (f(x) une fonction crois- 
sante définie dans l'intervalle (a, 6), 

^l> ^l> ^3» • • • 

une suite infinie de nombres positifs décroissants, tendant vers zéro. 
Les nombres 

<p(^-+-6„) (/i = i,a,3, ...) 

seront aussi décroissants, mais ils resteront >(f(x). Ces nombres tendent 
donc vers une limite déterminée A. Soit 

ê' ê' e' 

*1» *î> *8> • • • 

une autre suite infinie de nombres positifs décroissants, tendant vers zéro, 
on aura encore 

lim 9(^-HeJ,) = B (n = i, a, 3, . . .). 

Mais il est facile de voir que A = B, et nous pourrons dire que 9(0? -h e) 
tend vers une limite déterminée, dès que la quantité positive t tend vers 
zéro, d'une façon quelconque. Nous^écrirons 

-4- 

Iim9(â7 -\-e)z= (p(j?), 
et il est clair que de même ç(^ — t) tend vers une limite que nous dé- 
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signerons par (f(x). On a évidemment 

— •+■ 

-4- — 

Lorsque <f(oo) = (f(x)j nous dirons que x est un point de continuité; 

lorsque <f(x) > ?(^)j ^ est un point de discontinuité, et (f(x) — (f(x) est 
la mesure de la discontinuité. 

Dans tout intervalle (a, P), il y a des points de continuité. 

En effet, soit 

X = (p(P)-9(«), 

et choisissons quatre nombres /?, çr, r, s^ de façon que 

ot<p<q<r<s<^; 

il est clair que l'une au moins des deux différences 

sera < -• Supposons, par exemple, que ce soit la première de ces diffé- 

rences qui soit plus petite que - • 

Écrivons p = 0L\ q = P', nous aurons maintenant un intervalle (a', p'), 
tel que 

et 

«<a'<(3'<p. 

De même, en partant de l'intervalle (a', P'), on pourra trouver un inter- 
valle (a", P''), tel que 

a' < a" < P'' < (3'. 

En continuant ainsi, on obtient une infinité d'intervalles 

(«,(3), («',(3'), (aM3^), ..., («<'»), p^'»)), ..., 
tels que 

Q((3('»))-(p(«(»))<A. 
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On pourra faire on sorte que 

lima""= lim(3"" = -/ pour n — 
Or il est clair que y sera nécessaireincnl un point de continuité, car 

9(y)-9(y) 

ne peut pas être plus grand que 'p(P'''') — ^(a'"'), quel que soit n : celte 
différence est donc nulle. Il est à peu près évident que la somme des dis- 
continuités que peut présenter ^(.r) à rintérieur de l'intervalle (a, b) ne 
peut jamais surpasser 9(6) — 9(0). Donc le nombre desdisconlinuitésqui 
surpassent un nombre donné est fini, et il est clair par là qu'on peut ranger 
les discontinnilés par ordre de grandeur décroissante. 

Les points de discontinuité de l'intervalle («, b") peuvent donc être 
rangés dans une suite simplement infinie à indices entiers positifs 



Cela est vrai même lorsque l'intervalle considéré s'étend à l'infini ; on le di- 
visera en intervalles 

{«,&). (i.c), (c.rf). (d,e). .... 

On trouvera une suite infinie de discontinuités pour cliaquc intervalle ; l'en- 
semble des discontinuités constituera une suite à double entrée, qu'on sait 
ranger comme une suite simple. De là on peut conclure de nouveau, d'après 
un théorème de M. Ganlor, qu'il y a des points de continuité dans tout in- 
tervalle. A la vérité, ce théorème se trouve démontré parles considérations 
précédentes. 

38. Si maintenant, à cette notion d'une fonction croissante, on veut as- 
socier l'image d'une distribution de masse, on sera conduit à dire qu'en un 
point de discontinuité il y a une condensation d'une masse finie. Un tel 

point est un point matériel de masse ç(a') — t(^); et, superposé à ces 
masses condensées dans des points, il y aura une distribution continue de 
masse. Il convient de regarder toujours 9(6) — 9(0) comme la masse com- 
prise dans rintervalle (a,b). L'intervalle (Ox) contient alors la masse 
!P(:f) — 9(0) ou 9(x) simplement, si l'on suppose ?(o) = o. On voit alors 
que f(ii:) — 9(x) est lu partie de la masse Concentrée au point x, qui est 
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censée faire partie de l'intervalle Oa?, tandis que la masse (f(x) — (f{x) 
est censée faire partie de l'intervalle (a;, a;'), (x''^ x). En changeant donc 

la valeur de ç(^) dans un point de discontinuité [naturellement il faut 

qu'on ait toujours (p(a?)< 9(0?) <(p (a? )J, on ne change en rien la distribu- 
tion de masse, on fait seulement une nouvelle convention, relative à la façon 
de compter une masse concentrée en a;, comme appartenant aux intervalles 
(o, 0?) et (xyx'). 

Considérons maintenant le moment d'une telle distribution de masse par 
rapport à l'origine. Posons a = Xqj b = x^j et intercalons entre Xq et x,^^ 
n — i valeurs 

Ensuite prenons n nombres ^1,^2? • • •> ^nt tels que 
La limite de la somme 

?i[9(^i) — 9(^o)]-+-^,[9(j-,) — 9(ari)]4-...4-?„[(p(ar„) — 9(J7„_,)] 

sera le moment, par définition. Considérons plus généralement la somme 

(A) f(?,) [9(^1) - 9(^0)] + f(?,) [9(^0 - 9(^1)] -*-•••+ f(?») [?(^n) - ?(^n-l)], 

elle aura encore une limite que nous désignerons par 






Nous aurons à considérer seulement quelques cas très simples comme 

f(a) = ^^*, f(w) = , et il n'y a pas intérêt à donner toute sa généralité 

à la fonction f{u). Ainsi il suffira, par exemple, de supposer la fonc- 
tion /(w) continue, et alors la démonstration ne présente aucune difficulté, 
et nous n'avons pas besoin de la développer, puisqu'elle se fait comme dans 
le cas ordinaire d'une intégrale définie. 

La valeur d'une telle intégrale ne change pas, si l'on change la valeur 
de ?(^) aux points de discontinuité qui se trouvent à l'intérieur de l'inter- 
valle (a, 6). Et, en effet, puisqu'il y a des points de continuité dans tout 
intervalle, rien n'empêche de supposer que x^^x^^ . . -t ^«-i soient toujours 



- •'-''-^» - »T 



"■V ' '• 



'— T — 



/ 



' t 



■ " - '^ , I ^ 



' > #^^r:in.n- î»- nr 



• > 



*ir ^•' • ^l»". 



/ 



/// • ' // .// / >// 



» ^ 



' / '/» '/««.'r V ■■ ■ ,"■ 



/ / 






'//f 'hhtifi lUf I mit htfffhOH \t*t\ttnt'ti\t\i* *\hu^ Ufi$\ |/' pUn, 'rxc^pi^la coii- 
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pure, qui se compose de la partie négative de l'axe réel. Cette fonction ç(w) 
caractérise une certaine distribution de la masse totale c sur une droite OX. 
Soit (p< (w) une fonction de même nature que <p(w), 

9l(0)=:0, 9,(oo)=:Cj, 

et posons 

Nous allons montrer que, si les fonctions F(j5) et F| (^) sont identiques, on 
peut en conclure que les fonctions <p(w) et <pi(w) caractérisent la même 
distribution de masse; ces fonctions ne peuvent différer qu'aux points de 
discontinuité, et peuvent être considérées comme identiques si l'on n'a en 
vue que la distribution de masse. 

Il est aisé d'abord de voir qu'on peut écrire 






puis que F(z) =$'(5) si l'on pose 



Soient maintenant x un nombre positif, e un nombre positif que nous allons 
faire tendre vers zéro; considérons, d'après l'exemple de M. Hermite, la 
différence 

Nous allons voir que, pour lime = o, cette expression a une limite finie. 
Décomposons l'intégrale en deux 

rizi(^{u) du /** 2ei<p(u)du 

Je dis qu'on aura 

,. r' 2Bl0(u)du . - 
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Kfi ^fffet, écrivons 






?' 



on ;iijra 



'-•« .^t...^.. /•'-•t 



1 ; — , — n<^'\ 1 75 r=c(arclang arc!ang-r= )» 



rlonc 

~^^ io(u)du 



I 



im f 7 r^- — - =1 o. 



l)';jiJtrc p«rt, dan» Tinté^ale 



/ 



eo(u)du 



la fonction 'f(u) pour x — yft<u<ix prend des valeurs qui sont infiniment 

voimnes de ^C;/;). Il est vrai que la valeur de ^{x) peut surpasser ^{x) 
d'unrî quantité finie, mais cette valeur de ^{x) n'a aucune influence sur la 
valeur de Tintéffrale. Il est aisé de voir alors que cette valeur difl*ère infini- 
ment peu dr; 

q(x) f ^r z=9(j7)arctang-p> 

donc 

lirn / 7 — --^5 -. = - 9(^) = lïm / - — ^ ,, = • 

jr— /e " 

On trouvera de môme sans difficulté 



lim / 7 ^-^— ^^ -=r-©(j7), 



et nous aurons donc 



lim [0(— X 4- ei) — *(— X — eO] = 7r*[9(^) -+-9(^)1. 

C 



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. J.75 

Posons maintenant 



^,(5)= / ( — î ! — ] 9i(//)t/M, 



on aura F,(s) = $^(5), et, puisque nous supposons F(z) = Fi(z), les 
fonctions $(^) et $i(^) ne pourront différer que par une constante. On 
aura donc 

et, faisant tendre e vers zéro, on en conclut 

— -4- — -+- 

9(0:) -f- 9(0?) = 9,(0:) -4- 9, (a:). 

Cette relation a lieu pour toute valeur /?05i7«Ve de a? tandis que nous suppo- 
sons cp(o) = ç,(o) = o. On peut en conclure que les fonctions ç(m) et 
ç,(m) caractérisent la même distribution de masse. En effet, tant qu'il ne 
s'agit que de caractériser une distribution de masse, on peut prendre arbi- 
trairement les valeurs de ç(w), Çi(w) aux points de discontinuité. Rien 
n'empêche donc de prendre toujours 

De cette façon, on voit qu'on a pour toute valeur positive de x 
et, puisque ç(o) = cp, (o) == o, les deux fonctions sont identiques. 
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CHAPITRE VII. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL. 



40. Soit 

//l, «2, Wj, 

une suite infinie de nombres; nous supposerons que ces nombres sont li- 
mités supérieurement et inférieuremcnt. 
Il en sera de même alors des nombres 

^/ï> '^/I4-1> ^/I4-J> Wrt-4-J> •••> 

et ces nombres admettent donc un maximum, ou limite supérieure hnj et 
également un minimum, ou limite inférieure /„• Ce nombre L;, jouira alors 
des propriétés suivantes : 
I® Aucun des nombres 

ne peut être plus grand que L„. 

2® Au moins un de ces nombres est égal à L;,, ou, si cela n'a pas lieu, 

on pourra en trouver au moins un qui surpasse L;,— e, e étant un nombre 

positif quelconque. Lorscjuc fi augmente, h„ ne peut que diminuer, de 

môme l„ ne peut qu'augmenter. Dès lors il est clair que, pour n = ao, on 

aura 

lim L„ = L, 

lim In = /, 
Lll. 

Voici maintenant les propriétés du nombre L : 

I. Les nombres 

''i> "î» "3» • • • > 

à partir d'un certain rangy sont tous inférieurs à L -h £, e étant un 
nombre positif quelconque. 

En effet, puisque L„ tend vers L en diminuant, on peut toujours déter- 
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miner n de façon que L„ soit plus petit que L 4- e; or aucun des nombres 

ne surpasse L^, ils sont donc aussi tous < L -h £. 
Parmi les nombres 

Wi, f/j, «a» 

il y en a toujours un qui est, soit = L, , soit > L, — e. Soit w^ ce nombre, 
il est visiblement plus grand que L — e puisque L, ^ L. 
Ensuite, parmi les nombres 

Wa--»-1> '^*-»-Î> ^Ar-f-J» 

il y en aura un qui est, soit = L^t^, , soit >► La-h, — e. 
Soit tt/ce nombre, il sera encore plus grand que L — £. 
De même, parmi les nombres 

W/-»-l> ^/-l-l> W/-f-8> • • • 

il y en aura toujours un u^^ qui est plus grand que L/^., — e, et, par consé- 
quent, aussi plus grand que L — e. 

En continuant ainsi, il est clair que, dans la suite 

Wl, l/f, £/j, . . ., 

on peut trouver une infinité de nombres 

Uk9 W/, Wm> 

qui sont tous plus grands que L — e. Les indices Âr, /, m, . . . vont en aug- 
mentant; or nous savons déjà que tous les nombres de la suite 

^l> ^19 ^Sy * * *9 

à partir d'un certain rang, sont inférieurs à L + e. 
Il en sera de même pour la suite 

et nous arrivons à ce résultat : 
II. Dans la suite 

Ul, Uf, U^y . . ., 



il exùfte toujours une infinité de nombres qui soni compris entre L — e 
et L-h tj t étant un nombre positif quelconque. 

On verra de la même façon 

1**, I^fS nombres 

W„ Ut, II,, ..., 

à partir d'un certain rang, sont tous supérieurs à l — t. 

II*'. Dans la suite 

«If wjf wi» - -» 

il existe toujours une infinité de nombres qui sont compris entre l — £ 
et l-ht. 

La considération de ces nombres L et / est due à M. du Bois-Reymond, 
qui Ta exposée dans un livre paru en 1882 et qui a été traduit en français 
par MM. Milhaud et Girot. M. du Bois-Reymond appelle L et / les li- 
mites d'indétermination des nombres i/„; on voit en effet que, pour n 
infini, u^ finit par osciller entre ces limites. Et il est évident aussi que les 
nombres u^ ne tendent vers une limite déterminée que lorsqu'on a L = /. 

La première application qu'on a faite de cette considération nous parait 
due à M. Hadamard qui a remarqué que, dans le cas 

le rayon de convergence de la série 



CnZ 



2 


est égal à I ;L. 

41. Je reviens maintenant à la fonction Çn(") définie au n^ 36. C'est 
une fonction croissante qui est bien déterminée, même aux points de dis- 
continuité. 

Kilo ne varie qu'entre les limites 

?«(o)=io, 9„(oo)z=--. 

Soit maintenant u un nombre fixe, positif ou nul, et considérons la suite 

infinie 

?i(«)> ?«(")> ?8(«), .... 
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Ces nombres sont limités; je désignerai les limites correspondantes L 
et / par 

en sorte qu'on aura 

Il est clair du reste que ^(o) = X,(o) = o, et si pour quelque valeur par- 
ticulière de u on a 

nous pourrons en conclure, d'après ce qui précède, que, pour /i = ao, 

La fonction ç„(w) étant croissante, on reconnaît immédiatement que les 
fonctions ^(u) et x,(tt) sont aussi croissantes. 
Ainsi, sous la condition a<^bj on aura 

A ces inégalités, nous allons en ajouter une autre d'une très grande im- 
portance : c'est celle-ci 

(3) ^{a)ix(à). 

Mais la démonstration de cette inégalité exige quelques préparatifs. 
42. Calculons d'abord l'intégrale 



r[^-9,(«)]«*rf«. 



Sa valeur est évidemment 



-j^ (M, + M,4-M, + ...+ M„) a:*+« 

A — T- I 

+ -r^ (M, H- M.H- . . . -h M„) (ajf - j;*+«) 

A -t- I 

+ Fr-. (M,+ ...+ M„)(a;f«-^f') 
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c'est-à-dire égale à 



ainsi 



j N- — ?n(^) u''du= ^^'^ (A:=0,I,2,3,...,2/l — 2). 

On aura de même 
et, par suite, 

f[?«(w) — 9n4-«(«)]"*C^"=0 (Ar = 0, I,2,3,...,2/l — 2). 

D'après un raisonnement bien connu, dû à Legendre, on en conclut que 
la fonction 

9/»(«) — ?/l-H/»'(«) 

doit changer de signe au moins un — i fois. Or, Çn(^) et ^n-^n{u) sont des 
fonctions croissantes Tune et l'autre, puis ?n(^) est constant dans chacun 
des intervalles 

Dans chacun de ces intervalles, ^«(w) — Çn+rt'(«) peut changer de signe 
une fois au plus. Ensuite, il peut y avoir un changement de signe pour les 
points de discontinuité a?,, . . ., x^t cela donne au plus n changements de 
signe; en tout on en a ainsi in — i au plus. Mais, à cause de 

?/»(o) = ?«-H»'(o) =o, 

?/,(oo) = <p„-,-«'(oo)= --, 

"1 

on reconnaît immédiatement qu'il ne peut pas y avoir d'autres change- 
ments de signe. Donc, effectivement, il doit y avoir un changement de signe 
dans chaque intervalle 

et un changement de signe pour 

u^=LXk ( A: z= 1 , 2, . . . , n ) . 
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Pour une valeur u = x^^ il faut donc que l'on ail 

— -»- 

et même dans le cas où la fonction ?«-,.»'(") aurait aussi une discontinuité 
pour u = Xff (ce qui peut arriver exceptionnellement lorsque les équa- 
tions 

Qî/i(-) = o, Qî«-Hî„ (5) = o 

ont des racines communes), on aurait 

__ _ -f. -f. 

Remarquons ensuite que, puisque 

9» ( '0 — 9/i-Hn' ( « ) 

doit changer de signe dans l'intervalle (x^j ^a+0 et que 9,1 (w) est constant 
dans cet intervalle, <fn+n'(^) doit effectivement croître dans cet intervalle. 
Or, cette fonction ne croît que par sauts brusques, les points de disconti- 
nuité étant les racines de 

Qt/n-ï/i'(— 5) m o. 

On en conclut que, dans l'intervalle (a;^, ^h+i)j il doit y avoir au moins 
une racine de cette équation. 

On retrouve ainsi une proposition que nous avons déjà obtenue d'une 
façon plus complète (voir n** 5). 

43. Pour démontrer maintenant l'inégalité (3), plaçons-nous dans rby- 
po thèse contraire; supposons qu'on ait 

on pourra trouver un nombre positif e tel que 

Cela étant, d'après les propriétés des limites d'indétermination, nous 
savons qu'il existe une infinité d'indices croissants 

V,, Vi, V3, ..., Vx, ... 

tels que <fn(^) pour n = V/t est toujours >> '!(«) — £. Et il existera aussi 

Fac. de T. - VIII. J.I I 
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une seconde suite d'indices croissants 






tels que Çn(^) pour n=^^\ est toujours << X.(6) H- £. 

Je dis maintenant que, pour /i = v^ et aussi pour w = vj^, l'équation 

ne pourra jamais avoir une racine comprise entre a et h. En effet, suppo- 
sons que pour /^ = V;^ cette équation ait une racine c comprise entre a et h. 
Alors la fonction Çn(w) aura encore une discontinuité pour u=^c^ et, 
puisque ?«(«) est déjà supérieur à "^{a) — e, on aura 

9«(c)>^(<z) — £, 

-4- 

9/i(c)>^(«) — £. 

Or, dans la suite 

^1 > ^j > • • • > ^A*» • • • > 



nous pourrons toujours trouver un nombre y^ = n* supérieur k n = v^. Dès 

lors, on devrait avoir 

— -+- 

Mais c'est là évidemment une absurdité, car 
tandis que 

Il est ainsi prouvé que l'équation 

ne peut avoir aucune racine entre a et 6 lorsque n = v^j, et l'on verra de la 
même façon que cela est vrai encore pour n = V^. 

Puisque donc, pour une infinité de valeurs n = v^^, l'équation 

Qî«( — -) = o 
n'admet aucune racine entre a et b, nous savons (voir n"*35, 36) que la 
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fonction F(z) admet un développement 



■*-» 



convergent pour a< | r | < 6, et la valeur de c, est la limite de Çn(c), 
c étant un nombre fixe entre a el bj n parcourant les valeurs 

Vi, V„ V3, 

Mais on peut appliquer le même raisonnement en faisant parcourir à n les 
valeurs 

v' v' v' 

1» î» i* • • • > 



et puisque, dans les deux cas, la fonction F(j) est la même, on devrait 
avoir 

Or cela est une absurdité évidente, car tous les nombres Çy^ (c) surpas- 
sant '!(«) — £ et tous les nombres Çvi(c) sont inférieurs à 

yAb)-\-E<^(a)-B. 

La contradiction qui se manifeste ici montre que Thypothèse d'où on Ta 
déduite, et qui consistait à admettre que 

doit être rejetée. L'inégalité (3) se trouve démontrée. 

44. Ce point important établi, nous pourrons introduire une fonction 
qui joue le rôle principal dans notre théorème fondamental. Posons 

il résulte immédiatement des inégalités (1), (2), que c'est là une fonc- 
tion croissante; on a d'ailleurs $(0) = o, et la fonction ne peut pas croître 

au delà de — comme ^'('0 ^^ /.('Ô- ^^ ^^^ clair que 
cil 

donc 
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De même, 

Ainsi, lorsqu'on a ^'(w) > /,(«), $(w) est discontinue et la mesure de la 
discontinuité n'est pas moindre que ^(u) — /,(«), inais elle peut être plus 
grande. Aussi $(tt) peut être discontinue même en des points pour les- 
quels ^(u) = X.(")- Mais, $(w) étant une fonction croissante, nous savons 
qu'elle a des points de continuité dans tout intervalle. 
Or, si l'on a 

on conclut ^{u) = X.(") — '^"^ ?«(") pour /^ = ao. Donc, dans tout inter- 
valle, il y a des points u tels que Çn(w) tend vers une limite finie pour 
/^ = ao. 

Voici maintenant une propriété de la fonction $(w) qui nous sera très 
utile. Considérons la fonction ç«(w); elle est discontinue pour u = Xf^ei 
pour /^' > /i : on a 

— -4- 

Il s'ensuit évidemment que ^(^a) ^t x(^a)) les limites d'indétermina- 

tion des ?;, (^a) pour n = oo, sont aussi comprises entre ^«(^a) et ^n{^k) • 

donc 

— -I- 

?«(^A)=^(^A) = ?n(^A). 

45. Considérons maintenant les équations 

Qin{— -) = 0, (/l — I, 2, 3, . . .), 

et un intervalle quelconque (a^ b)j 

Deux cas peuvent se présenter : 
Ou bien les équations 

pour lesquelles il n'y a aucune racine entre a et 6, sont en nombre fini; 

Ou bien ces équations sont en nombre infini. 

Dans le premier cas, nous dirons que l'intervalle (a, b) est de première 
espèce; dans le second cas, il est de seconde espèce. 
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Lorsque rintervalle (a, b) est de première espèce, il existe un nombre v, 
tel que pour /^ > v l'équation 

Qî«( — -) = o 

a toujours au moins une racine entre a et 6, et cette propriété est évidem- 
ment caractéristique pour un intervalle de première espèce. Ainsi, lorsque, 
pour une valeur particulière de n, l'équation a deux racines entre a et 6, 
l'intervalle est toujours de première espèce, car les équations suivantes de 
degrés supérieurs auront toujours au moins une racine entre ces deux ra- 
cines-là. 

Supposons que l'intervalle (a, b) soit de seconde espèce et, en outre, 
que les points aei b soient des points de continuité de ^(u). Il résulte de 
cette dernière hypothèse que : 



n = « 



n = « 



Je dis qu'on a nécessairement $(a) = $(i). En effet, supposons 

^(a)<^(6), 

on pourra déterminer un nombre positif e tel que 

D'autre part, pour toutes les valeurs de n au-dessus d'une certaine limite 
/i >► V, on a 

l9„(a)-^(a)|<£, 
\9n{b)-(S>{b)\<B. 

Il s'ensuit que, pour ces mêmes valeurs de /}, on a 

9/i(«)<?n(^). 

La fonction ç«(tt) doit donc augmenter effectivement lorsque u croît de 
a jusqu'à b. Cela n'est possible que si l'équation 

a au moins une racine entre a eib. Comme cela doit arriver pour toutes 
les valeurs de n qui surpassent v, on en conclut que l'intervalle (a, b) est 



J.86 T.-J. STIELTJES. 

de première espèce^ contrairement à Thypothèse admise. On a donc bien 
Pour /i > V, on aura toujours 

9«(a)~t^(a)|<£, 

mais, puisque $(a) = $( 6), il est évident qu'il s'ensuit 
pour toutes les valeurs 

a<u<b. 

C'est là un résultat important; il suppose que l'intervalle (a, b) soit de 
seconde espèce et que a et 6 soient des points de continuité de $(w). Dans 
le cas a = o, l'intervalle (o, b) peut être de seconde espèce, mais voici 
dans quelles circonstances seulement. L'équation 

ne doit jamais avoir une racine égale ou plus petite que 6; car, si cela arrive, 
l'équation 

Qtn'{r-Z)z=0 

a toujours pour n' ^ n une racine dans l'intervalle (o, 6), qui serait ainsi 
de première espèce. Donc, si l'intervalle (o, b) est de seconde espèce, on a 
toujours 

et par conséquent ^(6) = o. Les fonctions Ç/i(w) et $(«) sont identique- 
ment nulles dans tout l'intervalle 

o<u<b. 
46. Soit L un nombre positif quelconque et considérons l'intégrale 



f |9^(«)-0(M)I^". 



Entre o et L, j'intercale Âr — i nombres w,, Wa, . . ., W;t_, 

Wo = o < w < Wî < . . . < Wa_i < W;^ = L, 
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d'une façon quelconque. Je désigne par e l'étendue du plus grand des in- 
tervalles (w/-,, W/), {i= I, 2, ...» k). 

Pour simplifier un peu les raisonnements, je supposerai qu'aucun point 
Ui{i = I, 2, . . ., Âr) ne soit racine d'une équation 

Qî/i( — -) = o, 

ou un point de discontinuité de $(w). Puisque l'ensemble des racines et 
des points de discontinuité de $(w) peut se ranger sous la forme d'une 
suite infinie, il existe de tels points w, dans tout intervalle. Le point w© = o 
n'est pas une racine, mais il peut être un point de discontinuité pour *(//). 
Cependant, cela ne peut jamais arriver lorsque l'intervalle (w©, w,) est de 
seconde espèce, car alors $(w) est nulle dans tout l'intervalle. 

A chaque intervalle («,-1, w,) j'associe maintenant un nombre entier v, 
de la façon suivante. Si l'intervalle est de première espèce, je suppose que 
le nombre v, est tel que, pour n > V/, Téquation 

a au moins une racine dans Tintervalle. 

Si l'intervalle est de seconde espèce, je suppose que, pour n >► v, et 



M,__, ^U< Ui, 



on ait 

l9„(w)-<I>(^/)|<c', 

£' étant un nombre positif arbitraire, le même pour tous les intervalles de 
seconde espèce. 

Cela étant, soit N le plus grand des nombres 

je supposerai désormais n >• i\, et je cherche une limite supérieure de 
l'intégrale 

Pour cela, je la décompose dans une somme de k intégrales 



k 



2/ 'j?«(«)-*(«)|rf«. 

I "1— I 
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Si l'inlervallc {ui.^^ «/) est de première espèce, la fonction ^n{^) hxxv'a 
au moins un saut brusque dans l'intervalle pour w = c et 

9,(c)<0(c)2?«(c). 
Les deux intervalles 

[9«(f//_i)»9«('^)] et [<P(w,_,),<P (//,)] 
auront donc au moins un point de commun, par conséquent 

^('/i)^?,i(wi-i). 
Dans tout Tintervalle, on a évidemment 

et à plus forte raison 

9;.(//)— ^(m) = ?/»("i) — 9/i(w/-i)-+-^(Wi) — <^(wi-i). 
9«(i/)-0(w)>9„(f/.,._,)-9„(^/,)-f-0(w/..,)-*(''i), 

c'est-à-dire 

|9„(w)-^0(w)|<9«(w,.)-9„(w7_,)-H«(w/)-^(^/,_,). 
On en conclut 

|9«(^/) — 0(w)|t/M<eJ9«(w/)-9«(w/-,)-h4>(«;)-<P(w^«,)j. 



M.- 



Le facteur qui multiplie e est la somme des variations des fonctions 
9/i(")et$(w) dans l'intervalle (w/_,, m,). La somme de toutes les inté- 
f(rales 






pour lesquelles (w/_,, W/) est un intervalle de première espèce, a donc pour 
limite supérieure 

T, étant la somme des variations de ?;,(w) dans ces intervalles, cia la somme 
des variations de $(//). Il est clair que g-^ est inférieur à la variation totale 
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de ?;,(«), c'cst-à-dire à 

?«(«>) — (p«(o)= —. 



1 



De même a, est inférieure à la variation totale de $(w) qui, elle aussi, 
ne peut pas surpasser — • On peut donc adopter pour limite supérieure de 

la somme considérée l'expression — • 

Si l'intervalle («/_,, W/) est de seconde espèce, on aura dans tout l'in- 
tervalle, à cause de la valeur de /i > N ^ v,, 

|(p,(«)-^(«)|<e', 
|?n(«) — ^(w)l^w<e'(''i — "/-i)- 

"I— l 

La somme de toutes les intégrales de cette espèce sera donc inférieure à 
Le', puisque la somme des intervalles est évidemment inférieure à L. 

D'après cela, il est clair que nous pouvons énoncer la proposition sui- 
vante : 

L, £, e' étant des nombres positifs arbitraires j il existe un nombre en- 
tier N tel que y pour /i > N, 

f |(p,,(w)-0(./)|t/«<^+L6'. 

47. Il est évident que 

z étant un point quelconque non sur la coupure. On en conclut 
La limite supérieure peut s'écrire 

Fac. rfe T, — VIII. J . I 2 
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Adoptons deux nombres positifs £, e' et déterminons JN comme dans le 
n^ 46, on aura, pour /i > N, 






+ Le' , 



(3) étant, comme au n° 33, le minimum de | z -4- « |, lorsque u varie de o à ac. 
Pour l'intégrale entre limites L et oo, j'observe que 



et pour 3 = a + pi. 



|<P„(«)-*(m)|<-, 

"1 



S -h w I» = ( w -h a )« -h p» > ( w -h a)*, 



donc 






Qn supposant que L h- a soit positif. 
Il vient donc 






l 






< 7—Vi ( — -h Le' ) H -j^ 



) 



Or les nombres L, e, e' étant arbitraires (ou à peu près), il est clair que la 
limite supérieure peut être rendue aussi petite qu'on le voudra. 

Il est ainsi démontré que pour tout point z non sur la coupure, on a 

lim P»-(-) == r' ^(u)du ^ r- d^{u) 



Nous savions déjà que 



Qtn{z) 



tend vers une fonction holomorphe F(2); nous voyons maintenant que 
cette fonction peut se mettre sous la forme 



(=>=/ 



d^(u) 

z -f - u 



Quant à l'uniformité de la convergence, il résulte de la limitation ob- 
tenue que la convergence est uniforme dans tout domaine S où la partie 
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réelle de — z Gijz^ sont limités supérieurement. Un tel domaine peut s'é- 
tendre à l'infini. 

48. De la même façon que nous avons étudié les réduites d'ordre pair, 
on peut étudier les réduites d'ordre impair, et Ton trouvera 






'' d^^(u) 



— > 
u 



$<(//) étant encore une fonction croissante qui caractérise une certaine dis- 
tribution de masse sur un axe OX. 

Mais il est à peine nécessaire de faire cette recherche, car le seul cas qui 
nous intéresse est celui où la série 



i" 



n 



est divergente; mais alors nous savons que ¥{z)^=V^{z)^ et il de- 
vient inutile de faire une recherche spéciale pour obtenir une forme analy- 
tique plus explicite de F|(z). Les fonctions $(w) et $<(w) caractérisent 
alors nécessairement la même distribution d'après le théorème du n*^ 39. 
Dans le cas où la série 



2 



<tn 



est convergente, il est clair que les distributions de masse caractérisées 
par les fonctions $(w) et $i(w) sont celles données par les systèmes 

(f^/. h)f «= I, 2, 3, . . ., 
(v,, Qi), i = o, I, 2, 3, ... 



considérées au n® 24. Les intégrales 






d^i(u) 



u 



se réduisent alors aux séries 
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Nous avons vu (n*^ 15) que x étant réel positif, on a 
(.) F(^) = ^- J,+... + (-.)'-'^-H(-.r^(o<|<.); 



or, on a 



X 






Il est aisé de voir que, pour or = -h 00, le second membre a pour limite 

En effet, cette intégrale ayant une valeur finie, on peut choisir un 
nombre L de façon que 

e^ étant plus petit qu'un nombre arbitraire e. On aura alors 

i\ étant plus petit que e. Ensuite il est clair qu'on peut prendre x assez 
prand pour que 



{^J^iu)=fy4.iu)-,^, 



t\ étant plus petit que e. On aura donc 



•^0 *^0 *^0 



ei'^t\ — e\; 



or, d'après la formule (i), on a 



X = ao ^I 



donc 

/ d^{ii)z=Co. 
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Ce point établi, nous pouvons écrire 

F(x)=rri-v^V*(«)=^--r'-4-''*(«). 

J; L^ j:(a:-+-i/)J X xj^ x-^-u 

Nous savons que, pour j; = oo , 



On peut en conclure que Tintégrale 



(3) 







a une valeur finie et que cette valeur est c^. En effet, si 



f ud^{u 



) 



croît au delà de toute limite avec L; le second menibre de (2) croîtrait 
aussi au delà de toute limite pour a; = oo, ce qui ne doit pas avoir lieu. 
L'intégrale (3) a donc une valeur finie, et pour obtenir cette valeur il 
suffit de faire croître x indéfiniment dans la formule (2). En continuant 
ces raisonnements, on voit que généralement 



n 



La distribution de masse caractérisée par la fonction ^{u) constitue 
donc une solution du problème des moments. 
Dans le cas où la série 



est divergente, nous n'obtenons ainsi qu'une solution de ce problème, el, 
en effet, nous démontrerons bientôt que ce problème n'en admet pas 
d'autres dans ce cas. 
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Nous avons vu (n® 42) que 

I N 9/i(") U*c/w= ~^^ [Ar = o, 1,2, ...,(2/^ — 2)], 

et du résultat que nous venons d'obtenir on conclut aisément 

on en conclut que 

doit changer de signe au moins 2/* — i fois. Soit x,f un point de disconti- 
nuité de (fn(^)'i îl ^st facile de conclure 



Ce résultat précise celui obtenu à la fin du n** 44. 

Il est clair aussi que, dans un intervalle où la fonction ^{u) est con- 
stante, l'équation 

ne peut avoir plus d'une racine. 
j^j 49. Je reviens à la proposition du n** 46; pour /i > N on a 

L 



• I, 

■ 






Nous venons de voir que $(qo) = ç„ (oo) = c,, par conséquent 

^0— ?/•(«) et Co— <^(«) 



ij- pe sont jamais négatifs, et à cause de 



\\ ?/,(")— <^(«) = <?o — ^(w) — [co—9«(w)], 



on aura 



V: !?„(«) -*(a)I<|c.-*(M)|-(-|co-<p„(M)|; 



or il est facile de voir que 



c,- 9(m)|< ^> 
lc.-*(«)|<£|. 



i 
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lievienne inférieure à £ dès que n surpasse une certaine limilc, on dira 
que D esl la limile de D„. 

On peut reprocher à cette définition de faire intervenir la limile D eile- 
niôme, et puisque 

an serait porté à adopter la déGnilion suivante : la suite 

i),, 1»>, Di, .-- 
tend vers une limite s'il existe un nombre n tel que 

E ^tant un nombre positif arbitraire. 

Mais il est clair que cette définition manque de sens précis, tant qu'on 
n'aura pas démontré qu'il existe enccliveinent une distribution D telle que 
! D„, D i devienne infiniment petit. Nous avons voulu indiquer seulement 
cette question, que nous n'examinerons pas ici. 

Puisque 

QU voit qu'on peut considérer cette réduite elle-même comme une espècL- 
de moment paramétrique (dépendant du paramètre s) de la distribu- 
tion D„, Et le résultat principal de nos recherches revient donc à ce que le 
moment paramétrique de D„ a pour limite le moment paramétrique de D. 

Or, si Ton considère l'intégrale définie par laquelle s'exprime le moment 
paramétrique de D, et si l'on se rappelle la définition d'une intégrale dé- 
finie comme limile d'une certaine somme, on verra que, pour cette somme, 
on peut justement prendre le moment paramétrique de D,, c'est-à-dire la 
2rt'*""' réduite de la fraction continue. On peut donc dire que la fraction 
continue est une transformation identique de l'intégrale définie. Cette 
singulière réduction l'une à l'autre de doux expressions analytiques si dif- 
férentes, une intégrale définie et une fraction continue, nous l'avons re- 
marquée pour la première fois dans le cas particulier où QaB(j) est un po- 
lynôme X„ de Legendre. (Voir Comptes rendus, t. XCIX, p. 5o8; 1884)- 

G'esl le désir de généraliser ce résultat qui nous a fait entreprendre les 
recherches que nous exposons ici. 
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CHAPITRE Vni. 

ÉTUDE DE L'INTÉGRALE f i^dlL^ 



51. Soit '\f(u) une fonction croissante quelconque [^(o) = o], nous 
supposerons seulement que la distribution de masse qu'elle représente a 
des momenis finis d'ordre quelconque, et nous poserons 

Considérons maintenant l'intégrale 

qui représente une fonction holomorphe dans tout le plan, excepté la cou- 
pure. Si la fonction '\f{u) est constante à partir de i^ = a, l'intégrale se ré- 
duit à 

et la coupure ne s'étend que de u = o jusqu'à w = — a. Tous les moments 
sont alors finis des que cela est le cas pour c© = ^{ct). L'intégrale admet 
évidemment un développement asymptotique 

Cq ^1 _, ^J 

Vj ~*~ ^8 • • • » 

<*» -V A» 

qui est divergent en général et convergent pour | 5 1 > a dans le cas parti- 
culier que nous venons de mentionner. 

Mais on a toujours, lorsque z = x est réel positif. 

Le développement en fraction continue de cette intégrale, ou, à propre- 
ment parler, de son développement asymptotique, a fait l'objet des re- 
cherches de Tchebicheff, Heine, Darboux. 

Fac, de T. - VIIL J.l3 
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Nous allons reprendre ici celle élude, en nous allachanl surloul à la 
(|ueslion de la convergence, (jui n'a guère élé considérée dans les Iravaux 
antérieurs (jue nous venons de rappeler, el dans lescjuels on a pris toujours 
la fraclion continue sous la forme (ï*') (voir l'Introduction). 

lV)ur réduire la série en fraclion conlinue, on n'a qu'à appliquer les for- 
mules du n** il, les déterminants A;^ el ii^ seront posilifs comme détermi- 
nants des formes (piadraliques positives 



On trouvera donc une fraction conlinue du type que nous avons étudié, 
les Uj étant |)Ositifs. 

Dés lors, nous pouvons appliquer les résultats obtenus par l'étude directe 
d(î la fraclion continue. 

Deux cas sont à distinguer : 

I** La série V a^ est convergente. 
Dans ce cas on a 



Q„(s) 7(5) Xés+X, X z + u 



) 

9 



Qî«tl(5) '/|(5) ^5-h9< / Z-¥U 

" 

2" La série V a^ est divergente. 
Dans ce cas, on a 

Mais quels rapports ont ces limites avec Tinlégrale / ^' * ^"^ (lui a élé 
Torigine de la fraction conlinue? 
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52. Pour repondre à cette question, supposons d'abord z = x réel et po- 
sitif. On a alors ce théorème (voir Comptes rendus^ t. CVIII, p. i2()7; 
1889): 

Lo minimum de V expression 

/ --^ [' + \, (^ H- u) H- \,(.v H- //)M-. . . -f- x„ {.V -h ury 



est égal à 



f 






*t Von a donc nécessairement 



I 






La vérification est facile; posons 
les conditions du minimum sont 

(0 / (x-^uyi:^d^(u) = [X-=rO,I, 2,. ..,(//_,)]. 

Ces relations sont visiblement équivalentes à celles-ci 

ou bien, si Ton se souvient, le symbole S introduit au n° M, 

D'après la formule (3) du n° 11, le polynôme ^, dans le cas du mini- 
mum, ne diffère donc que par un facteur constant de Q.ni— '0? ^ï, puisque 
p se réduit à Tunité pour u = — x, on aura 
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Le minimum est 



P^'<'=ri*nr<[- ".<'-")--"■<'-")■ 1- 



ce qui, à cause des formules (i), se réduit à 






La dernière intégrale est évidemment égale à 



,^ Q..(.,-Q..(-,.n ,p„„,, 



ce qui achève la démonstration. 

On vérifiera aussi aisément ce second théorème 

Le minimum de l'expression 



J jr{x -^ u) ^ '•* 



est égal à 



i%n4.i(>r) r d^(u) 



't l'on a donc nécessairement 






r d^(ii) 



A ces théorèmes, j'ajouterai la remarque suivante : 

Dans le cas du premier théorème, ^ est le polynôme en u le plus gêné 

rai qui se réduit à Tunité pour m = — a;. Or (— ^ ) est aussi un tel poly 

nome; on aura donc 

r* d^(u) p,,(^) r- u'-d^(u) 

c'est-à-dire 

' ln\^) ^ £o £L _i_ £l ^in—X 
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et ron trouvera de même 






Ces inégalités, nous les avions obtenues déjà (n° 15), mais rapprochons- 
les maintenant de celles-ci 



X 



Qin(^) X ^-hf/ Qtn+lC-^-) 



Pour calculer numériquement l'intégrale 



a: -\- u 



on peut se servir de la série (même divergente) 



X x^ a?' 



la somme d'un nombre pair de termes donnera toujours une limite infé- 
rieure, la somme d'un nombre impair de termes une limite supérieure. 

Mais on peut aussi réduire la série en fraction continue : les réduites 
successives donneront encore alternativement des limites supérieures et in- 
férieures. 

Nous voyons maintenant qu'f/y a toujours avantage à réduire la série 
en fraction continue : les limites données par les réduites sont plus rap- 
prochées que celles données par la série. 

La limite de l'approximation que peut donner la fraction continue est 
caractérisée par ces inégalités 



F(.)<r^i(ii)<F.(.). 



53. II est facile maintenant de répondre à la question posée à la fin 
du n*^ 51. 

Dans le premier cas, lorsque la série 

2 ^'* 
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est convergente, nous savons que le problème des moments est indéter- 
miné (n*^ 24). C'est dire qu'il existe une infinité d'intégrales 



r d'^(u) ^ r' d^]^dn) ^ rd^,(ii 



qui sont des fonctions holomorphes distinctes de z, qui donnent le même 
développement asymptotique 



^0 ^I ^i 



-2 • ^3 



• • 



et, par conséquent, aussi ia même fraction continue. 

Le calcul des réduites de cette fraction continue conduit à deux limites 



go 



1 



mais on ne peut établir évidemment aucun lien précis entre ces deux fonc- 
tions parfaitement déterminées et une intégrale telle que 

puisque cette fonction est susceptible de varier. 

La seule chose qu'on peut affirmer c'est que, pour z = x^ on aura tou- 
jours 

P{^) < r d^^{u) ^ p,(x) 
9(^)'Jo ^-+-" " Çi(^)' 

Les fonctions ^(u) et ^^(u) figurent d'ailleurs aussi parmi les détermi- 
nations possibles de '|'(w). 

On ne peut pas avoir, pour une valeur particulière ar = x^, 

p(^v.) _ r' d^ju) ^ 

sans qu'on ait identiquement dans tout le plan 



-) Jo --+-" Jo -=-+-" 
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et les fonctions '\f(u)^ ^(^) peuvent être considérées comme identiques, 
puisqu'elles caractérisent la même distribution de masse. 
En effet, nous avons vu que 

Or, si le second membre tend vers zéro pour /i = oc, comme nous le 
supposons ici, cela aura lieu à plus forte raison lorsqu'on remplace x^ par 
un nombre plus grand. Par conséquent, on aura 

p{z) _ r' dif{u) 



7( 






dès que z est réel, positif, plus grand que Xq- 

Mais alors celte égalité aura lieu dans tout le plan. 
On verra de même que l'égalité 



f 



entraîne Tidentité 

Tant que la distribution de masse, caractérisée par '^ (w) n'est pas iden 
tique à une de celles représentées par $ (u) et <ï>^ (w), on aura 






Végalité étant exclue. 



54. Dans le second cas, la fraction continue est convergente et Ton aura, 
pour z = or, 

car, dans ce cas, F {x) = F, (or). Il s'ensuit que l'on a 



Jo ^ -^ " Jo - -+- w ' 
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car cette égalité ne peut avoir lieu pour z=^x sans avoir lieu dans tout le 
plan. Les fonctions ^(w) et $(tt) seront identiques ou elles représenteront 
au moins la même distribution de masse. 

On voit aussi que le problème des moments est déterminé dans le cas 
actuel, et qu'il n'admet pas d'autre solution que celle caractérisée par la 
fonction $(tt) ou "^{u). En effet, si le problème avait une autre solution 
caractérisée par 4'i('^)> l'intégrale 



donnerait toujours la même fraction continue, et il s'ensuivrait 

Il est à remarquer que ce second cas peut arriver, même lorsque le dé- 
veloppement 



^ £i _i- £î 

-1 "^ ^3 



est toujours divergent. En effet, la série est dans ce cas lorsque 



•n 



croît au delà de toute limite. Nous savons que, pour cela, il faut et il suffit 
que les nombres 

(/i = I, 2, 3, . . .) 

ne soient pas limités supérieurement. Or, il est clair que cela n'empêche 
nullement la série 

«1 -f- rtj -f- «3 -h . . . 

d'être divergente. On pourrait, par exemple, prendre arbitrairement tous 
les «/, exceptés ceux d'une certaine suite infinie 

^P> ^7» ^r» ^*» • • • » 

et déterminer ensuite ceux-ci de façon que les nombres 

1 I I 

^p^p-hl ^q^q-hi «r«r-H| 

croissent au delà de toute limite. 
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55. Pour donner un exemple de la théorie que nous venons d'exposer, 
considérons Tîntégrale 



f 



a 



où — I ^ X ^ I . Puisque 

d^{u) = [i 4- X sin (v^«)] e"^**^!/, 

nous avons affaire ici à une distribution de masse à densité finie. Celte 
distribution varie d'ailleurs avec le paramètre X. Mais, si Ton calcule les 
moments, on trouve 

c^,=: / u''é~y'*du (X: = o, I, 2, 3, . . .); 

ils ne dépendent pas du paramètre X; en effet, on vérifie sans peine que 
les intégrales 

f a*sin(v/«)e"v'*t/i/ = 4 r i/**^» sini/e-«t/« (A =o,i,2,3,...) 

sont toutes nulles. Le problème des moments a donc manifestement une 
infinité de solutions; nous sommes dans le cas indéterminé, et il est certain 
que les valeurs des a, seront telles que la série 

90 
2 ^^ 



est com^ergente. La fraction continue donnera deux limites 

«B «0 

1 

et les distributions de masse ((jl/, X/), (v^, 0/) constitueront encore deux so- 
lutions particulières du problème des moments. Mais on ne peut établir 
aucun lien précis entre la valeur de l'intégrale et les limites fournies par la 
fraction continue. Toutefois, lorsque r = a; est réel positif, on pourra tou- 
jours obtenir des limites supérieures et inférieures de l'intégrale en calcu- 
lant les réduites. Mais, puisque les c^ et les a^ ne dépendent point de X, on 

Fac. de T. — VIU. J.l4 
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voit qu'on ne tient aucun compte de la partie 






Puisque X peut varier de — i et H- i, on en conclut nécessairement 

La fraction continue ne peut donner qu'une approximation limitée, 
comme c'est le cas aussi du développement en série. En calculant a,, 
^2? • • •> on voit que ces nombres suivent une loi très compliquée, en sorte 
qu'on ne peut pas vérifier directement la convergence de la série 

56. Je donnerai encore un autre exemple dans lequel cette vérification 
peut se faire. 

Soit/(//) une fonction impaire et périodique de w, 

alors l'intégrale 

où /i est un entier quelconque, positif, nul ou négatif, est toujours nulle. 
Pour le voir, il suffit de remarquer que 



y"'%-'V(i')t/^= 



et de faire la substitution 



r = — hlogi/. 



Ainsi, dans le cas/(w) = s\n(2T:u)^ 



I i/*i/-*®B'*8in(2;rlogM)^" = o« 
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Je considère maintenant l'intégrale 

où 

On voit que les choses se passent comme dans l'exemple précédent; la va- 
leur de 

I /•" I /•"*"* -1*-+.!)» 

est indépendante du paramètre X. 

La fraction continue doit donc être oscillante; cela se vérifie ici directe- 
ment, puisqu'on a 



e 



e * 



A cause de e > i , la convergence des séries 



Zà ^*'»» 2 ^ 



l/n-l 



est manifeste. Pour abréger, je supprime le calcul qui donne les vajeurs de s 
a^ (et qui reste valable sans qu'on ait besoin de supposer que e ait la valeur 
particulière 2,71828...). 

Dans le cas actuel, la différence 

doit surpasser nécessairement 

57. Comme exemple du cas déterminé, je rappellerai d'abord la fraction 

continue étudiée par Laguerre, dont nous avons parlé dans l'Introduction. 

Puisque, dans ce cas, 

I 

n 
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la fraction continue est convergente et représente dans tout le plan, excepté 
sur la coupure, l'intégrale 

La masse s'étend ici à l'infini, et, en effet, les nombres b^ = ne sont 

pas limités supérieurement. 

Dans le cas où la masse ne s'étend pas à l'infini, la fraction continue est 
naturellement toujours convergente, car le développement en série est 
alors même convergent pour des valeurs suffisamment grandes de z. 

Comme exemple de ce cas, considérons une fraction continue périodique 
telle que 

On connaît, dans ce cas, immédiatement la fonction F(z) 



j, s/z^-^2{p-^q)z-^(p — qy^z-^p^q 



' 25 



et 



'"-=(?)"' ''"•-'= K?)"' 



l'une des deux séries 



Z. ^î*> ^ ^fit-t-t 



sera toujours divergente. Mais la fonction F(5) doit pouvoir se mettre 
sous la forme 



r 



^-^" 



et l'on a vu, dans le n® 39, comment on peut mettre F(z) sous cette forme, 
si l'expression explicite de F(z) est connue. 

Ce calcul conduit ici aux résultats suivants. Deux cas sont à distinguer 
selon que/? ^^r. 

Premier cas • p^q- 
Posons 
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on aura 

._V^^^ I fV(«-«)(^^^ du 






u z -{- ti 



Ainsi il y a, à l'origine, une concentration de masse égale à \/ôtp = p — q^ 
puis une distribution continue de masse dans l'intervalle (a, P). 

Second cas ' p <C.Ç' 
On trouve simplement 

V(/4 — Qe)(j3 — </) du 



27r / 



u z -\- It 



la masse concentrée à l'origine du premier cas a disparu. Dans le cas par- 
ticulier : jo = ^r, on a a = o, et l'on peut appliquer l'une ou l'autre des for- 
mules trouvées. Il n'y a pas de masse concentrée à l'origine, mais la densité 
y devient infinie. 

Dans le premier cas, la série 



est convergente, et sa somme est i'.(p — q). 

58. Nous allons montrer que, toujours dans le cas déterminé, la masse 
concentrée à l'origine est 



^2 



^jA-»-l 5 



elle est nulle lorsque la série est divergente. 

Dans le cas indéterminé, 

«0 



est le maximum de la masse qui peut être concentrée à l'origine; elle s'y 
trouve, en effet, dans la distribution 

puisque 
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Il est clair maintcnanl que la fonction *(«) qui figure ici n'est assujettie 
dans un intervalle quelconque (a, b), à aucune autre condition restrictive 
que celle d'être croissante. Il s'ensuit qu'en général la coupure est bien 
une ligne singulière à travers laquelle il est impossible de continuer 
analyliquemenl la fonction F(3). En effcl, pour que cette continuation 
analytique soit possible à travers l'intervalle (— a, — b) de la coupure, il 
faut que la fonction 0(") soit une fonction analytique de u dans l'inter- 
valle (a, ft). Or c'est là une condition Irbs restrictive qui ne sera point sa- 
tisfaite en général. 

Mais, si l'on veut donner des exemples particuliers, on ne peut guère 
commencer par se donner les a*, ou cela n'est possible que dans des cas 
très restreints. Il faudra bien se résigner à prendre pour 4'(h) quelque 
fonction analytique; ainsi s'explique qu'en réalité nous n'avons pu donner 
aucun exemple du cas général dans lequel la coupure est une ligne singu- 
iièrc. Dans tous nos exemples, la coupure esl seulement une coupure arli- 
ficiclle. 



60 La fonction '\{u) étant donnée, ou la distribution de masse qu'elle 
représente, comment peut-on savoir si la fraction continue pour 



r-ci± 



est convergente ou divergente? C'est là un problème qui présente quelques 
analogies avec celui qui consiste à décider de la convergence ou de la di- 
vergence d'une série donnée. On n'en peut guère donner une solution gé- 
nérale ; tout ce qu'on peut faire, c'est donner quelques règles qui permettent 
de répondre à cette question dans un certain nombre de cas particuliers. 
Lorsque la fraction continue esl convergente, le problème des moments 
n'admet qu'une seule solution; nous dirons aussi, dans ce cas, que la dis- 
tribution de masse représentée par '■!'(«) ost déterminée. On ne peut guère 
faire varier cette distribution, sans introduire des masses négatives, si l'on 
veut conserver les moments. Or les masses négatives seront toujours 
exclues. La distribution de masse est indéterminée, au contraire, iorsipie 
la fraction continue n'est pas convergente, mais oscillante. 

Voici d'abord quelques remarques qui sont à peu près évidentes. Si, à une 
distribution de masse indéterminée, on ajoute de nouvelles masses, on res- 
tera toujours dans le cas indéterminé. Si, à une distribution déterminée 
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J.ii3 



on enlève une partie de la masse (toujours sans introduire des masses né- 
gatives), on restera dans le cas déterminé. 

Dès qu'on trouve deux distributions équivalentes qui ne sont pas iden- 
tiques, on est certainement dans le cas indéterminé. 

Qu'on veuille bien se reporter maintenant aux formules (8) et (ii) des 
n*^* 11, 12, par lesquelles les sommes 



^2 -^^4 






s'expriment au moyen des c^. 
On trouve facilement que. 



n n 



^.^X.C|,A^/^A — '^(Xo, Xi, Xj, . . ., X;,) 







étant une forme quadratique définie et positive, le minimum de 






s exprime par 






Cm 






• •> ■•• •• 



^/ï,o ^n,i 



'-«/1,/ï 



'-•l,! • • • ^1,/» 



r c 



Dès lors, on reconnaît que le minimum de 



est égal à 

et le maximum de 



/ (l-hX,//-h. ..-f-X„W«)'^vKM) 



I :(«,-+- «3 + . . .-f-a„i-f-i), 






est égal à 



«2 -H ^4 -h ... -h dtn» 



On trouve, du reste, facilement que, dans le premier cas, on a 



1-4- X,i/H-. . .-h\„l(" = 



Q,„4.i(— w) 



— wQU4-i(o) 



Fac. de T. — VIII. 



J.ï5 
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tion continue sera convergente ou oscillante selon que 



est nul ou positif. 

Si la distribution (ô rcprcsenicc par ^(u) a, à l'origine, une masse a, 
enlevons cette masse et soit cô' la distribution ainsi modifiée. Supposons 
que, d'une manière ou d'autre (par exemple, à l'aide de la proposition 
précédente), on sache si la distribution cô' est déterminée ou indéterminée, 
qu'est-ce qu'on en peut conclure pour co? 

Si la distribution cô' est indéterminée, (0 est aussi indéterminée. Si, au 
contraire, cô' est déterminée, je dis que CD est aussi déterminée, en général ; il 
faut faire exception seulement pour un cas singulier que nous indiquerons. 
En effet, voici comment on peut conclure dans le cas où co serait indé- 
terminée, cD' déterminée. Soit cD, la distribution équivalente à (0, mais qui 
a, à l'origine, la plus grande concentration de masse possible, cette masse 
étant (JL<. Elle est donnée par une fonction O, 



1 -H-'' 7i(-) ^Z-hOi 



et Vo = [JL, . Tant que (D n'est pas identique à lO,, on a 

Enlevons à cD, la masse pt. (ce qui peut se faire sans introduire une masse 
négative), on aura une distribution q\ équivalente à (ï)'. Donc, sicô'est dé- 
terminée, co'^ et tÇ)' doivent être identiques, et, par exemple, aussi (D et cOj. 

On peut donc dire, si cD' est déterminée, cî) l'est aussi en général; il y a 
exception seulement lorsque cD est une distribution du type (v/, 0,). 

62. Je vais supposer maintenant, comme cela arrive dans les exemples 
particuliers qu'on peut traiter, 

/{u) étant une fonction positive et généralement continue. On a ici 

' /( '0 j ï "+- ^1 " -^- • • • + X-n a« j' du, 



D'abord, dans certains cas particuliers, on sait calculer ce minimum, ou 






J.I l/| T.-J. STIFXTJES. 

Cl, dans le second, 

Pour abréger, nous écrivons le premier résultai 

}rfv|;(i/)j„= I : (a, -4- flTj -h . . . -f- r/i, 

Remîirquons que Tintégrale, dont jrf'];(w)|„estle n 
un élément éfçal à la masse [x concentrée à roripin< 

en sorte qu'on retrouve, de cette façon, la limilnt 



f*^i:2 



^ik-hf 



Lorsque n augmente, jrf'];(w)j;, ne peut que ' 
expression tend vers une limite positive ou ! 
par 

r 

|^+(i/)L=.:V 

61. (Considérons d'abord le cas où il i 
Torigine. Nous savons que, dans le ca- 
l'origine est égale à 



I 



:2 

n 

donc 

Mais, dans le cas indéterminé, la s< 



est convergente et par consérpiei 



Ainsi, .v'iV i}i*y a point d<* d 



J.Il6 • T.-J. STIELTJES. 

obtenir la fraction continue. Ainsi, par exemple, dans le cas 






on trouve 



a(a -\-i). . .{a -\- n — i) 



b i.2.3...(/î — i)^ 

a a(«4-I)...(«^-/^ — i) 

(r7 -h I ) ( flf -4- 2 ) . . . ( a H- /i ) 
«f| 4- ^3 -+- • • • -^- ^j/i+i = • 

I .2. . ./I 

Puisque a > o, on voit que la série "V «ain-i <?st divergente, donc 



Il est clair que, c étant une constante positive, on a 

I f{cu)du\n = - \/(iOdu\„, 

D'autre part, si 

/i("):/('0 

reste inférieur à un nombre fixe, on aura 

dès qu'on sait que 

\Au)du\^=.o. 

Si, au contraire, le rapport 
est constamment supérieur à un nombre positif, on aura certainement 

i/i(")^«î«>o, 

dès qu'on sait que 

G3. On peut aller plus loin dans cette voie, et nous démontrerons cette 
proposition. 



UECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. • J.II7 

Supposons que 

cl que le rapport /<(w) :/(w) a un maximum fini M» dans rintervalle 
(a, oc) (ce nombre M» pouvant d'ailleurs croître indéfiniment lors([ue a 
tend vers zéro), alors, je dis qu'on aura aussi 

i^our le démontrer, soit £ un nombre positif aussi petit (|u'on le voudra. 
Je détermine d'abord un nombre positif a par cette condition 



/ Mu)du<-B. 

•■ 



Soit ensuite /(a) une fonction qui est nulle dans l'intervalle (o, a) et 
éji^ale à f{u) pour u^ cl. 
On aura 



^(w) étant un certain polynôme du degré /i en a et qui se réduit à Tunité 
pour w = o. 

D'autre part, si Ton a 

/{Z)du\„< r f{Z) ii{uY du = r f{u)K,(uY du <\f{,i)du\„. 



on aura 



Donc, puisque nous supposons 

on aura aussi 

\K^)du\^ — o. 

J'observe ensuite que 



\f,{u)du\n< f A(u)^iluydu= f A{u)ii{uydii-^ rA{iO<.("rdu. 



J.l l8 • T.-J. STIELTJES. 

Or, le polynôme ^(w) est déterminé à un facteur près par les conditions 

f /{u) ^{u) u^ du =zo (/: =:l .2, . . ./«), 



ou 



r/(u)i{u)u'^dii=o. 



11 s'ensuit que toutes les racines de 

Ciu)=o 

sont positives, plus grandes que a. Et puisque ^(o) = i , on voit que, dans 
l'intervalle (o, a), on a 

o<^(ii)<i, 

et, par conséquent, 

f A{u)U^ydu<J Mu)du<'-B. 
Ensuite 

rA{u)^(uydu<MarAu)U^y'du = Ma\AÛ)dii\„, 
donc 

\A{u)du\n<^B-\-Ma\/(u)du\n. 

Or, il existe un nombre v tel que, pour /^ > v, on a 

^aL\/{u)du\n<-£, 

et il est clair d'après cela qu'on a 

j/,(w)^aj^zro. C. Q. F. D. 

Dans le cas 

/(") = 



»2ic/tt g— îh/k 



la fraction continue {voir plus loin n*^ 86) s'obtient avec des valeurs simples 
des ai^ 

par conséquent 

l^da ) 

— 1^ T- \ == o> 



IIFXUERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. J-I'Q 

et aussi, c étant une constante positive 



j du 



= o. 



Cela étant, posons 



I 



où a>o, 6>o, X>-, tandis que nous supposons c<^b. Ensuite q{u) 

sera une fonction positive de w, qui dans tout intervalle (a, oc) reste infé- 
rieur à un nombre fixe. On a 

et Ton voit que ce rapport tend vers zéro pour m = x). 

Nous pouvons appliquer la proposition démontrée et conclure 

jw«-»e-'^«^g(a)j.=:o. 
Ainsi l'intégrale 



'«-ïe-^«^g(i/) 



du 



donne une fraction continue convergente y tant que X^^- Supposons 

(,(w) = I, la fraction continue sera oscillante pour X<^ -; pour abréger, 
je supprime la démonstration. 

64. Appliquons ce résultat à la série de Stirling. 
On sait qu'en posant 

logr(5) = (z—-\\o^z — 5 -h i log(27r) -h J(«), 



on a 



•'(^)=î/ ^^«•''Kr^^i^) 



ou 






-. r-IU. 



a* 

l h 1. 



•r ic V <j<r j .ri ^vnr.iiiii*^ v^ »»ir. 









*,M < I' 



« ' iiC 



— ^3 __ ^ " ^ ~ -^^«i * ^ jL _ 



^^- ' ^\«i 



: — >^--» * 



l>, \r^,'*^'ju *^*j>:A:\'j^. ^hsk^z.'i'^. 4^ hz^j>, '<\^, z conjure rint-êrrAJe drli-Dr:. 

' ;;r?^-; C^r z. o^ *:%^yi*^fKi^ d^yfiiiMrfil — J ''r . mais |>a5 J — zc. l'axe imaj-.- 
fj;iij^' *^, î;î>*' */^'i^*éiH. *'jLHi Lifrij jy>ar rirjté;rTale que |:»oar la fracl^>ii c-r.- 

I>r t^Sây-A 4^ a, *r*i U^k {^ftiUfr: on trouve 



//, I y., 



o 






ri 

^» "^ — 



2V>'4 






<3r_"=: 



«t — 






1;^ loi d^ iÂ:% uositht^:^ \04nM extr^iriernent compliquée. 



Cf%. Sou% U:rmîUou% ici crlte étude de rintégrale 



5— tf 



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS COXTIXLES. J.I2I 

par renoncé des propositions suivantes, dont la démonstration se déduit 
aisément des formules que nous donnerons plus loin (n~ 76, 77, 78). 
I. Si V intégrale 



r. 



u 



donne une fraction continue convergente j on aura de même une frac- 
tion continue convergente pour 

) 






tiL étant une constante positive^ excepté dans un cas singulier. Ce cas 
singulier se présente lorsque la distribution de masse caractérisée par ^( a) 
est identique à celle donnée par une fonction ^i(w) 

(v„ Si) 

à laquelle on aurait enlevé la masse v^ concentrée à l'origine. 
II. Si l'intégrale 

donne une fraction continue convergente, l'intégrale 

) 






donnera aussi une fraction continue convergente, excepté dans un cas 



singulier. 



Le cas singulier exceptionnel est le même que pour la proposition (I). 



III. Si l'intégrale 



rd^(u) 



donne une fraction continue convergente, l'intégrale 

rd^(u-i) 



z-hu 



OÙ X est une constante positive, donnera aussi une fraction continue 
convergente, excepté dans un cas singulier. 

Ce cas singulier a lieu lorsque ia distribution de masse caractérisée par 

Fac. de T. — MIL J.l6 



3.1'22 T.-J. STIKLTJES. 

'\f{u) est celle-ci 

(jui,, >./ - >.,) (i — i, 2» 3, . . .)» 

c'est-à-dire si cette distribution s'obtient en rapprochant de la quantité X,, 
de Torifi^ine, les masses d'une distribution (ul,, X,) provenant d'une fonc- 
tion 4>(w) 



r/(z) 2dz-i-li 
1 



{A suivre.) 



ERRATA. 

Pa^e J.8Ô, ligne ii, en descondanl, après «de «!>(«)» ajouter «et de toutes les fonctions 9„(m)>». 
Page J.Hf), ligne ii, en descendant, après «de *^(w) » ajouter « et de toutes les fonctions ?„( w) ». 
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